5 Sistemas de varios grados de libertad
5.1 Ecuacioén caracteristica

Siempre dentro del campo de las oscilaciones de pequeiia amplitud,
consideraremos los sistemas de varios grados de libertad (s>1).

La energia potencial del sistema es funcién de las coordenadas generalizadas,
u(q,.q,,....49;), y tiene un minimo para @, =q,. Definimos entonces

X; =0, —0,, . Por estar en oscilaciones de pequefia amplitud podemos expandir
U en funcion de x; hasta los términos cuadraticos.

U= ;Zkik x.X, donde ki=kq = U es simétrica (148)
ik
U= ;XT k-x Vx#0=U > 0= k es definida positiva (149)

La energia cinética sera:
1 - 1
K= 5Zaik (9)q,0, definiendom, =a, (q,) . K = EZmik XX, (150)
ik ik
donde mik=mxi

L= ;Z(mik Xi Xy — Ky X; Xk) (151)

ik

En virtud de la simetria de K y de U, podemos determinar el diferencial total de
L:
dL =" (my x, dx; — kX, dx; ) (152)

ik

oL oL
dondea = (mx) a = _Zk:(kik X, ) (153)

i k
Las ecuaciones de Lagrange seran:

Dmex )+ (ke )=0 5 (i=12...5) (154)

k k

La (154) corresponde a un sistema de s ecuaciones lineales homogéneas con
coeficientes constantes. Puede escribirse:

> (mex +kyx ) =0 5 (i=12,...,5) (155)

k

La solucién general sera:
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X, = Ake'wt = X, = —a)ZAke'wt ; Xk €S un vector en k (156)

Reemplazando esta solucién en (155):

> (- o?m, +k, Ae @t =0 (157)

k

La (157) es un sistema de ecuaciones algebraicas homogéneas. Usando
notacion matricial:

K-wM)a=0 (158)

Para que exista solucion no trivial debera ser:

det(ﬁ — a)ZM): 0 | Ecuacion caracteristica  (159)

La ecuacion caracteristica del sistema es un polinomio de grado s en »?. En
general tendrda s raices reales positivas @’, con =1, ..., s. Estas raices son

los autovalores o frecuencias caracteristicas o0 propias. En algunos casos
particulares, algunas raices pueden coincidir, cuando existen algunas

simetrias. Si algin »’ es negativo, serd w €C, e indicara la presencia de un
factor exponencial creciente o decreciente en algun x, (t) o x, (t) . Esta situacion

es inadmisible, ya que indica que la energia total no es constante en el tiempo
y por lo tanto no se conserva.

Ejemplo: Péndulo doble con vibraciones de pequefia amplitud
Sera: ¢, n¢, <<1
L _ 1 |2 2

- 2(m1+m2)1¢1 +

+ ; m, (I22¢22 + 21,1, cos(@, — ¢,)d, P, )+

+(m, —m, )gl, cos g, —m,gl, cos g,

La configuracion de equilibrio estable corresponde a ¢, =¢, =0

Para hallar el potencial, derivamos el lagrangiano:

oL _ (m, +m,)gl;sing,| oL _ (m, +m, )gl, cos¢, 0
o¢ m,gl, sin ¢, ' o¢ 0 m,gl, cos ¢,

Evaluando en ¢=0:
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v {(mﬁmz)lf mzuz}

m, 11, m,l,

Luego, la ecuacion caracteristica:

2 2 2
det (m1+m2)g|1 - (m1+m2)|1 —o Myl 1,
—o’m,l, 1, m,gl, —w’m,I’

o (m,+m, g -0, Jg -0, )-o*m,l1, =0

w? g [(m1 +m2)(l1 +I2)7_H/(ml +m2)J(m1 +m2)(ll +I2)2 —4mllllz}

2ml, 1,

Sim - o= w2 /% y /% , correspondientes a las oscilaciones de dos
1 2

péndulos independientes.

5.2 Modos propios y coordenadas normales

Para verificar que las raices son reales, multiplicamos por el complejo
conjugado:

>

p
| =
>

A*T(—a)ZM+K)A:O = o= (160)

]
1
|
>
:
1=
>

[z(kikA*Ak)]* =3 (ki AA )= (kaAA )= Y (ki AA) (161)

%/_/
por simetria

Por lo tanto, en (160) el numerador son reales y positivos porque K yM son

definidas positivas. Luego, o?es real positivo.
Reemplazando:

Z(kik —a)zmik)-Aka =0 conA,, #0 (162)

k

Luego, unC_A,,, conC, € C, también satisface la ecuacion (162). Llamaremos

a losA,,modos propios, correspondientes a las frecuencias propias del
sistema.

X, = re(CaAkae'wt) es una solucioén particular. (163)
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La solucion general sera: | X, = reZ(CaAkae'a)tj (164)
=1

S

En la (162) son ki, @, mi, Ak € R. Por lo tanto: | X, = Y (A,,0©,) (165)

=1

N

Donde ©, = re(Cae'wt) (166)

Por lo tanto, para cada coordenada la respuesta serd una combinacion de s
oscilaciones periddicas simples ©1, ©2,...., ®s con amplitudes y fases arbitrarias
pero frecuencias definidas. Las fases y amplitudes dependen de las
condiciones iniciales.

La ecuacion (165) puede verse como un sistema de s ecuaciones en la
incégnita ®.. Podemos expresar una dependencia Oq=f(x1, X2,... Xs), 0 bien, en
forma matricial, ® = f(x). Esto permite ver a las ® como un sistema de
coordenadas generalizadas para el problema original:

M-x+Kx=0 (167)

Puede entonces escribirse: X=A0O (168)

Por la definicion (166) se ve que satisface la ecuacion:
O, +w’0,=0 con a=1,..., (169)

Las ®. se denominan coordenadas normales. Entonces, la ecuacion matricial
(167) de la que partimos, en coordenadas normales se transforma en s
ecuaciones ordinarias independientes, desacopladas (169). La aceleracion en
cada coordenada depende solamente de esa coordenada y las condiciones
iniciales de esa misma coordenada. En coordenadas normales, el lagrangiano
sera:

L:;ZTE(G)i ~020?) (170)

4 >0cte

Se ve que el lagrangiano en coordenadas normales es la suma de oscilaciones
en una dimension correspondientes a cada una de las frecuencias wa«. Por lo
tanto, la transformacion (168) pone a la energia cinética y a la potencial en
forma diagonal, ya que no existen términos cruzados.

Trabajando en forma matricial:
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AL(K-02M, =0 (171)

ALKA, -@ZA MA, =0 (172)
T 24T

éagé/} _a)ﬂéaMéﬁ =0 (173)

(02 w2 A MA, =0 restando m.a.m (174)

En la (174) podrian presentarse los siguientes casos:
(1) o’ = a);
Pueden ser dos alternativas

a) a=f= A’ MA_ >0
—_———

m
a

b) o#B = no puede determinarse

(i)  @2#w)= A MA, =0= los A son M-ortogonales.

AYMA, =5,m, (175)
o escalar
- en (172) A KA, =0lA,MA, =0im,é, (176)

.los A son también K-ortogonales.

En las expresiones anteriores, m, es la masa generalizada en las
coordenadas ©.

Usualmente, las coordenadas normales se eligen de manera de hacer las
m.=0. Si definimos nuevas coordenadas:

Q,=./m,6, (177)
El lagrangiano seré:
L= 3 (02 - 022 (178)
A _
X=40=4,0, = (-0, =4, (179)
= m,

Evidentemente, para los modos normalizados sera:
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(180)

=p —yr Po
A KA, =0;5, (181)
A'MA =1 (182)
A'M
De donde: x=AQ = Q=A'Mx (183)
Las condiciones iniciales seran:
Q,=A'Mx, ; Q,=A"Mx, (184)
Q,+w’Q, =0 con Q,,; Q,, dados (185)

Resolviendo el sistema en coordenadas normales (185), que son s ecuaciones
independientes, desacopladas, el resultado se transforma al sistema de
coordenadas original:

I><
I

le)

(186)

N1 1B
e}

[><
Il

5.3 Oscilaciones forzadas
Las coordenadas normales permiten la reduccion del problema en el caso de
oscilaciones forzadas en sistemas de mas de un grado de libertad, en series de
oscilaciones de sistemas simples de 1 GL.
El lagrangiano del sistema, incluyendo las fuerzas variables externas, sera:
L=L,+ > F (t)x (187)
k

Donde:
L,: Lagrangiano del sistema libre.

> F, (t)x, : Términos forzantes
k

Reemplazando las coordenadas xx por coordenadas normales (178):

L= ¥ (0: - 00 )+ L FR0AQ, (188)
‘ ARG

Las ecuaciones de movimiento seran:
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Q, +»lQ, = f,(t) (189)

El sistema continla desacoplado, ya que cada ecuacion (189) tiene una sola
incognitaQ,, (t) . Las f«(t) son las proyecciones de las fuerzas sobre la base de

modos normales:

f,=A,F obien f, )= A, (190)

a - \/mitZ

5.4 Procedimiento de céalculo

A partir del sistema M -x+Kx=F, sistema de ecuaciones diferenciales de
segundo orden, acoplado, se procede:

(1) Frecuencias propias: Resolviendo el sistema:
(ﬁ—a)zM)é =0 = a)j = A,

(i) Normalizacion de los modos
m=A"MA dondem es una matriz diagonal

1
=—A modos normales

@:

(iii)  Normalizacién de las condiciones iniciales y de las fuerzas excitadoras
90 = ;T M Xo

B>

90 = éT M Xo

(iv)  Resolucion de las ecuaciones s de movimiento desacopladas
(independientes)

Q, +®2Q, = f,(t) para las condiciones iniciales Q,; Q,,

v) Transformacién de las soluciones en coordenadas normales a las
coordenadas iniciales

x(t) = AQ(t)
X(t) = AQ(t)

En general, el orden de las matrices sera muy grande y nos dara una gran
cantidad de frecuencias o, muchas mas de las que nos interesan o pueden
tener importancia desde el punto de vista técnico.
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Normalmente nos interesan solo los modos correspondientes a las frecuencias
mas bajas, por lo que basta calcular una cantidad r de frecuencias, mucho
menor que s.

5.5 Vibraciones amortiguadas

Hasta aqui se han considerado sistemas en el vacio, sin presencia de friccion.
En realidad existe rozamiento con el medio, que produce disipacion de la
energia en forma de calor. Por lo tanto, el problema sale del dominio estricto de
la mecanica pura, ya que aparecen problemas termodinamicos.

En este caso, no se puede asegurar que la aceleracion sea solo funcion de las
coordenadas y de la velocidad en el instante considerado.

En la practica existen casos donde el movimiento en el medio puede
aproximarse incluyendo términos adicionales en las ecuaciones del
movimiento. Tales casos comprenden aquellos de oscilaciones con frecuencias
pequeifias comparadas con las frecuencias que dominan los procesos de
disipacion. Es decir, los tiempos caracteristicos mecanicos y termodinamicos
son muy distintos, siendo Tmec<<Ttrm. En estas condiciones, podemos decir que
el cuerpo estd “actuado” por una “fuerza de friccion” que depende, para un
medio homogéneo, s6lo de su velocidad. Nos referimos en este caso a la
denominada disipacién viscosa.

Si esta velocidad es suficientemente pequefia, podemos expandir esta fuerza
friccional en potencias de la velocidad y retener el primer término significativo.

El término de orden cero es nulo porque no existen fuerzas viscosas en
ausencia de velocidad. Luego:

frg =—ax cona>0 (191)

El signo (-) de la (191) indica que la fuerza de friccion se opone a la direccion
del movimiento. Aladimos esta fuerza a la ecuacion del movimiento:

mx = —kx — a X (292)
- k a
Dividiendo todo por m: X=——X— — X (193)
m m
w; =21
Donde: A coeficiente de amortiguamiento

o frecuencia de oscilacion libre
Luego: X+2AX+w;x=0 (194)

La solucion de la (194) es:
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X=e
x =re't (195)
X = rzel’t

Reemplazando en (194), sera: r’+2ir+o; =0 (196)

Luego: h,=-A+ /2 -w¢ =0 (197)

La solucién general entonces es:

r.t r
x=Cel +C,e?

t

(198)

En esta solucidén general se distinguen tres casos:

a) Amortiguamiento subcritico: A < e = r12 son complejos conjugados,

X(t) = rel Ae

—At+iJof - 2%t
[-at+ifal -2

(199)

Donde AeC, depende de las condiciones iniciales del problema. Ademas:

La ecuacion (199) puede escribirse de la forma:

o=-o; -1 frecuencia de las oscilaciones amortiguadas (200)

X(t) = ae(_ ) cos(wt + a)

(201)

La grafica de la oscilacion tiene la forma:

X

ae(_ /1'[)
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porque el amortiguamiento
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(—At+T))

X(t+T) _ae cosw((t+T)+a)=e(—ﬁt) (202)
X ae(_ ) cos(wt + @)
AT =In X(t) decremento logaritico (203)
X(t+T)

La expresion (203) permite medir el amortiguamiento en forma experimental.

b) Amortiguamiento hipercritico: 1> @ = ri,=—A+./2’ —w son dos raices
reales negativas

x(t):cle[_[ﬂ_m]'t]mze[_[“ i _a)g)t] (204)

La grafica del movimiento x
tiene la forma:

c) Amortiguamiento critico: A= e = ri2= -4 son dos raices reales negativas
iguales

X =(C, +C, -t~V (205)

El movimiento sigue una curva similar a la anterior, tendiendo mas rapidamente
a cero.

En general es conveniente definiré = — como la relacion de amortiguamiento
Wy

critico o bien, expresada en procentaje, como porcentaje de amortiguamiento
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critico. La ecuacion del movimiento se expresa entonces de una manera mas
conveniente como:

X+ 2E@ X+ wix =0 (206)

5.6 Vibraciones amortiguadas en sistemas de varios grados de libertad

Las fuerzas friccionales generalizadas correspondientes a las coordenadas x;
pueden escribirse como:

FRl - ZalkX (207)

A partir de argumentos puramente mecénicos no podemos asegurar nada
acerca de los «a ik con respecto a los subindices i y k. Por métodos de fisica
estadistica y argumentos termodinamicos puede demostrarse que existe
simetria, por lo que aik= ax. La expesion (207) puede entonces escribirse:

fFR,i =T Ay (208)

La expresion (208) son las derivadas de una forma cuadratica:
1
= *zaik X Xy (209)
25

Donde F es la funcién de disipaciéon o el potencial de disipaciéon de Rayleigh?.
Las fuerzas asi obtenidas se agregan a las ecuaciones de Lagrange,
quedando:

= =7 (210)
dt\ ox, ] ox, Ox
%/—J
lagrangiano
del
sistema libre

d(al_j oL oF

El altimo término de la expresion (210) no se deriva respecto del tiempo poruq
se trata de fuerzas no conservativas. La funcion de disipacion tiene un
significado fisico importante, ya que representa la tasa de disipacion de energia
del sistema. Esto se ve derivando la energia mecanica del sistema:

dE d oL aL dL oL dx, aL

oS Y S =

dt  dt (Z ' ox ] /! o, dt dt (211)
(ax ] OX }

E v [ 5 &

! Se trata en realidad de un seudo potencial.
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Como F es una funcion homogénea cuadratica en las velocidades, de acuerdo
con el teorema de Euler:

dE

~—=-2F 212
ot (212)

Dado que los procesos disipativos implican pérdida de energia, debe ser
entonces F>0, por lo que la forma cuadratica (209) debe ser definida positiva.

Las ecuaciones del movimiento para pequefias oscilaciones pueden ser
obtenidas agregando las fuerzas de friccion al miembro derecho de la (154):

DMy X+ D KX == oy X, (213)
k k k

. rt . .
Reemplazando con soluciones de la formax, = Ake( ) se obtiene un sistema
de ecuaciones algebraicas:

Z(mikrz +a, I+ Kk )Ak =0 (214)

k

Para que exista solucién no trivial, es decir, con Ax = 0, debera ser:

det(mik r’ +a,r+ kik)z 0 | ecuacion caracteristica (215)

Las raices r de esta ecuacion de grado 2s pueden ser reales negativas o
complejos conjugados de parte real negativa, ya que de otra manera las
velocidades, coordenadas y energias tenderdn a aumentar con el tiempo,
mientras que la disipacion de energia implica que estas disminuyan.

En general es complicado determinar los « k. Ademas, en general las fuerzas
de friccion son mucho menores que las elasticas y las de inercia, por lo que el
problema puede aproximarse aM x+ Kx =0. Es decir, se trabaja con los modos

de vibracion no amortiguados y se asume queC diagonaliza en esta base,

guedando las ecuaciones desacopladas en las correspondientes a sistemas de
1 GL amortiguados:

X, + 2ém; % + w!x, =0|con i=1,s (216)

Con respecto a &, podria excitarse el sistema en un modo determinado y
calcularlo a partir del decremento logaritmico, o bien, adoptarlo segun la
experiencia.
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5.7 Vibraciones amortiguadas forzadas

En este caso, el sistema sufre una fuerza externa. Para una excitacion
armonica, la ecuaciéon del movimiento toma la forma:

X+ 2AX+ @ X = rfncos(;/t) (217)

La misma puede escribirse en forma compleja:

x4+ 2%+ o2x = o170 (218)
m
La solucién particular sera:
x = BelI7D) (219)
X = i;/Be(Wt) multiplicando por 24 (220)
X = —yZBe('yt) multiplicando por ? (221)
:] = B(—;/2 +2yi+ a)g) sumando m.a.m (222)
f (i0)

B= =he 223
m(—;/2 +2/1yi+a)§) (223)
b= fz tans= 47 (224)

mx/(a)é—yz) +41%y° 7~ @
Luego: X = re(Be(m)) = re(be['(yt * 5]) (225)

La solucion particular quedara entonces x =hcos(yt+ )y la solucion general
sera:

X(t) = ae(_ ) cos(wt + a) + bcos(yt + &) (226)

El primer término de la (226) corresponde a la respuesta de las oscilaciones
libres, y tiende a cero cuanto t — o. Por lo tanto, para valores de t lo
suficientemente altos, puede escribirse:

f

x(t) =
mJ(a)g —7/2)2 + 412}/2

cos(yt+9) (227)

En estas expresiones, 6 es una diferencia de fase entre la excitacion y la
respuesta. Esto indica que la respuesta esta atrasada con respecto a la
excitacion.
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