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Elementos curvos

Hasta aqui se han usado aproximaciones lineales por trozos de la frontera I".
En 2D, se aproximé I" con una linea poligonal, con un error de orden O(h?).

Aproximaremos I" con curvas descritas por polinomios de grado k > 2, con
error O(hk*1),

En una malla de Q, los elementos adyacentes a I
tendran un lado curvo.
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Elementos curvos
Un elemento “curvo” se obtiene de la siguiente manera:
1. Supongamos el elemento (K,P,, ).

« ¥ esun conj. de gdl de tipo Lagranglano (i.e., valores
de la funcién en ciertos puntos &' e K, i=1,2,...,m)

2. Sea F :K — K un mapeo 1-a-1, con inversa F™: K - K.

3. Definimos o )
P ={p:p(x¥) = p(F*(x)), XK, peP|

%, ={valores de lafunciénena' =F(a')),i=12,...

4. Ahora, (K,P,,X) constituye X, 4

un elemento finito “curvo’.
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Elementos curvos isoparamétricos

Sien el mapeo F=(F,, F,) las funciones son del mismo tipo que en P, el
elemento se dice isoparametrico.

Ejemplo: sea K el elemento de ref., con nodos &1, 42, a2 (en los vértices),

a*, a°, a% (en el centro de los lados).
— X, ={valores en los nodos}

~ P, =P,(K).
~ $,i=12,...,6, func. de base en P,(K).

JAY 1. A A, A >
a a’ a X, X
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Elementos curvos isoparamétricos

6 - ~
» Definimosel mapeo F(X)=) a'g(X), xeK

17 .
« Luego, escribimos K = F(K) ={x eR*:x=F(X), Xe K}

oF, OF
 Se define el Jacobianode Fcomo J = x X,
oF, OF,

i 0%, OX, )

» F es localmente 1-a-1 en una pequefia vecindad de c/puntoX € K si det J(X) 0.

* Necesitamos gue F sea globalmente 1-a-1, i.e., que
VxeK, 3ReK/F(R) =X

+  F sera globalmente 1-a-1 si det J(X) #0, V& € K.
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Elementos curvos isoparamétricos

«  Descompongamos F como F(X) = F(F (X))
Trié,ngulo %,
master 3
(unitario de &
lados rectos)

Triangulo Y,
unitario c/un .,
lado curvo

A L a >
X, b’ b A X

- F ,quemapea bi=4a'ena’, j=12,3, tiene la forma:

2 Al 3 4l 1
SO b |

aﬂz By +b.
aQ—-a, a4 —q

a2
Si los nodos a*,a%,a® no son coincidentes = detB = 0= F es 1-a-1.

« Analicemos ahora el mapeo F= (Ifl, Ifz), que esta definido por
F=%+d&%, d =40°-2 i=12
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Elementos curvos isoparamétricos
 Analicemos ahora el mapeo F = (|':'1, |':'2), que esta definido por
F=%+d&%, d=4b°-2 i=12

con Jacobiano j(g):{“dl CI X{ }:detj(ﬁ)zudl X, +d, X

d,x, 1+d,X

det J(X) lineal en X = det J(X) >0 en K < det J(X) >0 en los Vértices &', j =1,2,3.

det J(0,0) =1

detJ(1,0)=1+d,  =detJ >0enKsid >-1=b >%, i=12.
detJ(0,1) =1+d, y
sz2‘ J Yot : X, 4 /

4 7//
b's ._ /////A N

A
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Elementos curvos isoparamétricos

Luego, Fes 1-a-1si b°y a® caen en las areas sombreadas, para lo que &° debe
estar suficientemente préximo a a>.

El mapeo original F es 1-a-1 bajo las mismas condiciones.
En un elemento K con un lado curvo, la dist. |a®-&° es de O(hZ).

Luego, estando &° “cerca” de a° (mallas “poco distorsionadas”), el mapeo F
sera 1-a-1.

4

a >
Xl
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Elementos isoparametricos

Error de interpolacion: Dada una funcion v sobre K, definimos el
interpolante zv eP requiriendo que zv(a')=v(a'), i=1,...,6. Si K es un
triangulo comun (como el visto anteriormente), entonces

V=2V ) SCMC V] yr OSS<T<3

Esto también vale para triangulo curvo K, siempre que no sea demasiado
curvo. Y esto se verifica en aplicaciones tipicas, donde los elementos
aproximan una frontera suave.

Espacio V,: Sea T,={K} una malla de €, con elementos (K,P,Z,), que
pueden tener uno 0 mas lados curvos. Sea Q, la union de los elementos de
T,, que es una aproximacion a Q con frontera cuadratica a trozos. Se define

V, ={veH'(Q,):v|,eP KeT,}
Usando este espacio para el problema de Poisson, tenemos
<ch?ul <ch’lul

Ju-u, Ju—u|

H' (Q) H3(Q) L, (€2) H?(Q)
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Elementos isoparametricos curvos

« Elementos de las formas basicas i ananan il
anananiN
en 1D, 2D y 3D pueden mapearse e

a formas distorsionadas. De esta
manera, las coord. locales £nd o
L, L, LsL, se transforman en
curvilineas cuando se plotean en el
sistema Cartesiano global xyz.

« Ello es posible si existe una
correspondencia 1-a-1 entre las
coord. Cartesianas y las
curvilineas, i.e. si se pueden
establecer los mapeos:

x| [HEnO] [flbLiLL)
y|=| f,&me) | o] (L LiLL,)
2] [ HEnd] | LLLLL)
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Elementos curvos: mapeo de elementos 2D

Local coordinates

Cartesian map
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Elementos curvos: mapeo de elementos 3D
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Requisitos de

unicid,ad en — 7
cuadrangulos °

Coordenadas curvilineas parametricas

La forma mas simple de definir mapeos es usando funciones de forma N. dadas
en téerminos de las coords. locales sobre el elemento master:

x= N, (&7,8) %+ N, (E7,8) % +-..
y=Ny(&m. &) Vi + N (Em.8) Y, + -
z=N,(&m.¢)n+ N, (6m.8) 2.+

A cada punto (&,7,£) en coords. locales debe corresponderle un solo punto

(X,y,z) en coords. globales. Como ya vimos, elementos muy distorsionados
pueden perder la unicidad.

] ‘ ‘4:-.-...-‘"#’
L] = | VA i i
ﬁ v Pérdidade  FAFFZITT7
(a) Linear element un ICI dad en ' ‘.. ’/

OS] [
<=\
elementos "Q“\%\%‘,‘

distorsionados

(b) Quadratic element

(
Q L
v‘:\?ﬁ
O 3 L
Safe zone

) for midpoint o
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Mapeos admisibles en cuadrangulos

o < 180°

o < 180°
Q=——O—0
Q cg ]
k]
N
O Q) L
(b) Quadratic element
Safe zone
for midpoint
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Conformidad geométrica y continuidad

Teorema 1: Si dos elementos adyacentes son generados a partir de elementos

master (o de referencia) donde las funciones de forma son CO-continuas,
entonces los elementos seran contiguos (compatibles).

o

[]
o
. O
H——0C 0
&) J >

1

() (b) ' l

Teorema 2: Si las funciones de forma garantizan la continuidad CO de la

solucidn en las coordenadas del elemento master, luego también se satisfara
continuidad CO en las coordenadas del elemento distorsionado.

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Elementos isoparametricos, superparametricos y subparametricos

3 —O-

(b)

Superparamétrico

Punto en el que se

- especifica gdl

O Punto en el que se

Subparamétrico especifica coordenada

)
Introduccion al Método de los Elementos Finitos 17

* Figuras extraidas de [ZT2000]



0,()=9;(F()=¢,(X)=¢,(F'(¥), j=1..6.

Célculo de la matriz de rigidez

« Las funciones de base locales en K estan dadas por

 Parael problema de Poisson, deben calcularse las integrales
af = [Vo -Vodx, i,j=1...,6.
K

+ Por laregla de la cadena, siendo @, (X)=¢;(F(X)), j=1...,6.

Luego:

b
0%,
0P,

_@xz )

_a¢i OX n

Op, 0%, |

0%, OX,
P, O% n

OX, 0%
0P, 0%,

| 0%, 0%,

0

OX,

0p,

o9,

OX, 0OX, |

=J7

oF, OF, || 0o, op;
IERCY YD
oF, OF, || 0o, op
| 0K, 0%, || OX, | | OX, |
0
a),ZZI. _ \]—Tvé_
on |
oX,
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Célculo de la matriz de rigidez

- —-1

oF, OoF, . [ OF, oF, |
o g adj((J") o g
- BT o )Y 1. 1 | 9% OX, J,
oF, oF, det J det J detJ| oF JR det J
| 0K,  OX, | 0K,  OX |

Luego, la matriz de rigidez resulta, haciendo cambio de variables al elemento master:

dx
det J|

af = [V - Vo,dx=[(37TV@)-(I7Ve, )detI[dk = [ (IV 3 ) (I.V ;)
K K K

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 19



Integracion numeérica (o cuadratura)

El calculo analitico de matrices gue involucran integrales sobre elementos curvos,
particularmente en elementos de alto orden o en caso de heterogeneidad del
material, puede volverse practicamente imposible.

Para evaluar integrales en MEF, se usan frecuentemente formulas de cuadratura:
x! : puntos de integracidon o de muestreo

j f(x)dmif(xi)wj { '

w; : peso correspondiente al punto X!

Si esta formula es exacta para el polinomio de grado r >0, luego el error de
Integracion resulta

jf(x)dx Zf(x W,

<ch™ " [|D*f|dx

la|l=r+1 k

Puede mostrarse que para el elemento isoparametrico cuadratico visto, calculando
la matriz de rigidez por una regla de integracion numerica que integre en forma
exacta polinomios de grado r =2, luego

”U — Uy HE Q) O(hz)
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Integracion numérica

En 1D, podemos aproximar tales integrales de la siguiente manera:

&; : puntos de integracion o de muestreo
w; : peso correspondiente al punto X!

1= [ f@de~Y f(Em, {

-1

Dados los puntos de muestreo &, j=1,2,..., n, determinamos el polinomio
F.(&)=a+a,5+.. -+an§n_1 tg. F.(§=1(4):

(F (&) =a+af+.. +a ™ = (&)
3 ; = a,0, A

an(é:n) :a1+a2§n +"'+an§r?_l - f(é:n)

n

Luego:
1-(-1D"
n

a,

I=j1f(§)d§z_[Fn(f)d§:2a1+§a3+...+
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Integracion numérica: método de Newton-Cotes

Eligiendo puntos de muestreo equiespaciados entre los extremos, se obtiene el
método de Newton-Cotes.

Ejemplo: para n=2, {=-1, & =1:
F2(§)=0!1+052§= f(él)"z' f(§2)+ f(gz); f(é:l)
| = [ F(&)dé~ [F(&)dE =20, = (&) + (&)

-1

5

Nota:

« si la cantidad de puntos de evaluacion n es par, se integra exactamente un
polinomio de grado n-1;

« si la cantidad de puntos de evaluacion n es impar, se integra exactamente
un polinomio de grado n (ver ejemplo a continuacion).
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Integracion numérica: método de Newton-Cotes

Ejemplo: para n=3, {,=-1, & =0, & =1:
Sea f (5) = 181 +ﬁ2§+ﬂ3§2 +ﬂ4§3

Esta funcion la aproximamos con F(¢) = o, + o, & + a3§2 (n=23)
f F(-D=a-a,ta,=1(-)=8-6,+5,— P

F(0)=a =1(0)=4,
| FQ=a+a,+a,=1(5)=6+5,+ 5+ 5,
Resolviendo:
fal =B,

a, =, + B,
(U3 = 133

LLuego con n=3 integramos en forma exacta un polinomio de grado 3:

J\

J\

=] 1@az=[Feds=244

-1

Introduccién al Método de los Elementos Finitos
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Integracion numérica: método de Gauss-Legendre

En lugar de definir a priori la posicion de los n puntos de muestreo, se la
determinara de manera de obtener el mayor orden de precision para n dado.

Se busca calcular en forma exacta la integral del polinomio F,, ( p>n a determinar),
cuya integral es

; " o1 2 1-(-D°
| :J'Fp(zj)d§:ZWj (a1+a2§j +o.tad )=2a1+§a3+...+Ta
-1 j=1

lo que da lugar al sistema de ecs.

p

W, +W, +...+W =2

W& +W,E, +.. W S = 0 D ecuaciones

' 1 (-1)? 2n incognitas (w,,...,w_,& ,..., &)
WEP W, EP W EPT = T
P

que tendra solucion si p =2n.
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Integracion numérica: Newton-Cotes vs Gauss Legendre

 Integracion exacta de un polinomio de grado 7

Af
Af

- e

g ]

f(E,) f(Es)
/ o) 2 f(Ea)

* Figuras extraidas de [ZT2000]

-1 ﬁ_)_ E 1 -1 0 E 1
le—> > >
A=3 0.33998
T 086114
Newton-Cotes Gauss-Legendre
n=8 -> 8 puntos de muestreo n =4 -> 4 puntos de muestreo

—> pol grado 7 integrado exactamente —> pol grado 7 integrado exactamente
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Integracion numerica de Gauss-Legendre

Table 9.1 Abscissae and weight coefficients of the gaussian

1 Pol integrado
quadrature formula [_, f(x)dx = 37_| H; f(a;)

exactamente
+a H
n=1
0 2.000 000 000 000 000 Pol grado 1
n=2
1/v/3 1.000 000 000 000 000 Pol grado 3
n=3
v0.6 5/9 Pol grado 5
0.000 000 000 000 000 8/9
n=4
0.861 136 311 594953 0.347 854845 137454 ool arado 7
0.339 981 043 584856 0.652 145 154 862 546 Ol grado
n=3
0.906 179 845938 664 0.236926 885 056 189
0.538 469310 105 683 0.478 628 670 499 366 Pol grado 9
0.000 000 000 000 000 0.568 888 888 888 889
n==~6
0.932469 514 203 152 0.171 324492379 170
0.661 209 386 466 265 0.360761 573 048 139 Pol grado 11
0.238619 186083 197 0.467913934 572 691
n="7
0.949 107912 342 759 0.129 484966 168 870
0.74] 531 185 599 394 0.279 705 391 489 277
0.405845 151 377397 0.381 830050 505 119 Pol grado 13
0.000 000 000 000 000 0.417959 183 673 469

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Integracion numerica en cuadrados (2D) y cubos (3D)

Se aplican las reglas de integracion numérica 1D en cada direccion.

o = [ [ fEmdedn =YY F(&m,)ww,

o= [ ] FEnOazanas =35 16, Comww

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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D

u

j=0

Integracion numérica en triangulos

Table 9.2 Numencal integration formulae for triangles

f(L,LD)H,

Triangular
Order Figure Error Points coordinates Weights
f(L,L,)dLdL, Linear AL R=00%) a 14,1 1
a 14,0 !
Quadratic R=0(F) b 0,1 !
c  hol |
a L -&
Cubic A\ R = O(") b 0.6,0.2,0.2
-ﬂ ) ¢ 0.2, u.ﬁ.n.z} 3
\ d 0.2,0.2,0.6
a IR® 0.2250000000
b allﬂlhﬁ‘
c ﬂ.,a,,fﬁ} 0.1323941527
Quintic R = 0O(1*) d B, B, ey
e e, 32, Br
f 52+02=ﬂ2} 0.125939 1805
g B B, 0a
with
o, =0.0597158717
8, = 0.470 142064 |
a; = 0.7974269853
By = 0.101286 5073
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(e

Table 9.

Integracion numérica en tetraedros

-IT

O'—.I—‘

o

-L-L,

f (L Ly, L)dLdLdL, = f (U, L, L)H,

0
Numerlcal integration formulae for tetrahedra

No.

Order

Figure Error

Points

Tetrahedral
coordinates Weights

Linear

R = O(h*)

PR
"
S
-
fai—
-
fal—
—

Quadratic

R = O(K)

=T R LY

a,3,8,8
B, 8,8
8,8,a,8

8,8,8.0
a=0.58541020
3 =0.13819660

faj—

Cubic

R = 00"

LB W o B N =1

|
Lk

-
-

e O e T e B o [

E=J PR - P Bl = AR oW B

S P G T e

= - e el 9
=1

-
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Coordenadas de area en
triangulo master (unitario):
ﬂ'l ()21 X ) )A(l _ )A(z
o (R:%) =%,
A (%0 %) =%,

><>

A~ 6 )
2%, —1) X:F()A():Z@j(;() al
-1

, 2,
A (o o) RS _ A9 ¢ X1 6 o J
5\ X Xy 4Aﬂf 4%, X, {X }:ngj_()() {alj}
Ae )21')22 :411/13:4(1_)21_)22))22 2 = %
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X =
ox OF
oX. OX

(x) a*
[ OF, OF, |
N oF . 5)?1 OX 1 2
160 = 2 (3) = 2 |- &
% oOF, oF,| |at &
* %,

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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2
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| Ds

o0,

o0,

A

0P,
0%,

A

%,
o,
o%,
05
o%,
ES
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Ejemplo

g—fll:—3+4>21+4>22 Z—?:—3+4>21+4>22
2
2
% %
2% =4(1-2% - %,) Zf: =—4%
6825 =4X, Zf; =4X,
a@?j = —4X, Zf: —4(1_;(1_2)22)

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Q)
A

|
> ey
—_—
(-
I
<
ASH
~
—_——
(&
)
<
>
—
o
D
—
(-
o
<>

>

(IT &)V (R))-(IT (X)W, (%)) w; |det I (%)

j=1

U

oF, oF,

0%, %,

)= oF, oF,
0% X,

Introduccion al Método de los Elementos Finitos



function [row,col,sk] = stiffquad (in,xx,iel,conec, locel)

o
°

oe

Generacion de la matriz de rigidez

% Elemento cuadrangulo lineal isoparametrico p/problema conduccion de calor

o
°

$ in: Numeros de nodo
$  xXX: Tabla de coordenadas
$  iel: Numeros de elemento

% conec: Tabla de conectividades
% locel: Tabla de vectores de localizacion

o
°

nel = length (iel);

npgxi = 2;

npgeta = 2;

% Genera vector inn cuya componente "i" da la posicion donde se
% almacenan las coordenadas del nodo "i" en la tabla "xx"

inn = zeros(max(in),1l);

for i=1l:length (in)
] = in(i);
inn(j) = 1i;

end

o

row, col, sk dan los indices de fila, columna y contenido de la matriz

o

de rigidez en almacenamiento sparse

row = zeros(l6*nel,l);
col = zeros(l6*nel,l);
sk = zeros(l6*nel,1);
inl = 0;

X1l = zeros(4,1);

Yl = zeros(4,1);

Coriec Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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for

end

iel

for

end

for

end

for

end

= l:nel

k=1:4

X1 (k) = xx(inn (conec(iel,k)),1);

Y1l (k) = xx(inn (conec(iel,k)),2);

zeros (4,4);

ipg = l:npgxi*npgeta

[xi, eta, weight] = integ2D (ipg, npgxi, npgeta);

B = 0.25%] (1l+eta), - (1l+eta), -(l-eta),
(1+x1) , (1-x1) ,—(1-x1) , —(1+x1)

Jac =B * [X1, Y1];

dJac = det (Jac) ;

JacinvT = inv (Jac)';

GradPhi = JacinvT*B;

for

end

K + GradPhi'*GradPhi*dJac*weight;

1:4
J=1:4

inl = inl + 1;

row (inl)
col (inl)
sk(inl)

inn(locel (iel,i));

inn(locel (iel, J));

K(i,3);

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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function

% calcula puntos de Gauss y pesos para integracion en cuadrangulo

Xpg =

XW

ipgxi
ipgeta

xi
eta

weight

[

[

[xi, eta, weight] = integ2D (ipg, npgxi, npgeta)

0 0
1/sqgrt (3) 1/sqgrt (3)
sgrt (0.6) 0.

0.861136311594953 -0.339981043584856

2. 0.
1. 1.
SEVACE 8./9.

0.347854845137454 0.652145154862546

rem ((ipg-1),npgxi) + 1;
floor ((ipg-1) /npgxi) + 1;

Xpg (npgxi, ipgxi );
xpg (npgeta, ipgeta) ;
xw (npgxi, ipgxi ) *xw(npgeta, ipgeta);

0

0.

sgrt (0.6)
0.339981043584856

0.

0.

SEYAR
0.652145154862546

o O o o
.

o O o o
e e

.861136311594953

.347854845137454
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Problema de Stokes

« Consideremos las ecuaciones de Stokes para el flujo estacionario de un fluido
Newtoniano incompresible encerrado en un dominio QcR3, sometido a una

fuerza volumétrica f :

o;;+ =0 en Q, Balance de cant. de movto.

oy =2ug;(U)—pd; enQ, Ley const. de fluido Newtoniano
u,=0 en Q, Condicion de incompresibilidad
u =0 sobre I', CB Dirichlet

u: velocidad
o . tension

p: presion

L. viscosidad

—pAu +p;=f enQ, Balance de cant. de movto. p/fluido Newtoniano

« Definimos el espacio de funciones de prueba

V:{V:VE[Hé(Q)Tydivv:O en Q}

» Luego, podemos llevar el problema de Stokes a la forma variacional

(V) HallarueV/a(u,v)=L(v), VYWweV

Introduccién al Método de los Elementos Finitos
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Forma variacional del problema de Stokes

« Para llevar el problema de Stokes a la forma variacional hacemos
fi =—Au; + p;

|, fv.dx = —y_[Q Au,v.dx + IQ p,v,dx

.'Q fvdx = y_[QVui -V, dx—yjr%VidS—JQ pVi,id)erJr pnivids/

:0 :O :O

_[Q fv.dx = yIQVui - Vv, dXx

.

sz) a(J, V)
« Dado que x>0, se demuestra (idem problema de Poisson) que a(.,.) es simétrica,
continua y V-eliptica.
« Se demuestra también (idem problema de Poisson) que L(.) es continua.

« Nota: al adoptar un espacio de velocidades de divergencia nula, la formulacion
variacional no involucra la presion.
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MEF aplicado al problema de Stokes

Consideremos el problema de Stokes en QcR?. Luego:

V:{v:v:(vl,vz) e[Hé(Q)]Zy N, +8v2 =0en Q}

oX, 0%,
« SiQ essimplemente conexo (i.e., no contiene agujeros), divv=0en Q si y solo si

V= [ op ,— a¢j = rote para alguna funcion .
oX, OX

@ - funcion de corriente del campo de velocidades v.
osea: veV < Vv=rotp, peH:(Q).

» Adoptamos luego un subespacio W, de dimension finita de H; (2) (usamos por

ej. el elemento finito C'-continuo ya visto) y definimosV, ={v:v =rotp, pc W, }.

 Se formula el MEF remplazando V por V,cV en la formulacion variacional. La

solucion u, eV, satisface

lu—ul| ., <Ch®|ul

H'(Q) H°(Q)
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MEF aplicado al problema de Stokes

En el capitulo 5 mostramos que la expresion de la matriz de rigidez resulta:

K = uLA" ¥
WA | o o X0y OXY | Oy2 0y

~
no nulos ultimos 18x18 (primeros tres términos, constante, lineal en x,y, nulos)

2 2 AT 2 2 AT 2 2 AT
(apap+28pap apapjdxAlL

donde:

T
—] :I:O 0O 0200 %X' Zy' 0 OEXIZ %lel %yIZ 0 0 @Xr?, 1L_§X12yr %Xryrz 2y13 0 O:I

12 a3 B E 2

a2 12

2 T
ﬁpj II:OOOO%OO %X’Zy,OO 3 x'? ?X'y'L—inZOO%Xﬂ %szyr %XIyIZLiéyISO}

2

2 T
@] ZI:O 0 O O 0 % O 0 %XI %yro O %XIZ %X’y, Il__§y12 0 O %leﬂ %X’Zy’ %X'Y'Z %yIS]

y donde la integral se debe realizar en el elemento triangular. Los términos AL ya fueron
calculados y su expresion esta en el cap 5.

Para calcular esta integral, recurrimos a integracion numerica.
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MEF aplicado al problema de Stokes
Para ello:
2 2 AT 2 2 AT 2 2 AT
Iézp@[32+25p8p o°pop dx
K{ OX® OX OXoy oxoy  oy® oy’
“'(apasz+28pasz aZpaZpT)

det J|dx
ox2 ox: ooy oxoy  oy: oy’

Z azpasz+28 p aZpT+82paZpT
o2 x| oxdy oxdy oy oy’

(x!,y')|det I| w

Coordenadas de area en
triangulo master (unitario):

A(L9)=1-%-9
2 (%, 9)=%
L(59)=7
(0,0) (1,0) §
Introduccién al Método de los Elementos Finitos
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MEF aplicado al problema de Stokes

Transformacion geometria del elemento master al plano fisico:

3 A o A A
x=F()=Y1(% al, xeK F(;()z{Fx(X)}:{a
= X)

0k O
oF, oOF, | ox 0y .
A ~ 1 2 3 A A 1 2 3
109=-L | & Y {a: - aé} o % {ai > aé}l 0
OX oF, JF, a, a, a | ox oy a, a, a| .
| X oY | oA, o4,
s

detJ =b%b? —b%b? = 2A

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Elementos infinitos

En muchos problemas ingenieriles, el dominio es
infinito o semi-infinito, y se especifican CB a dist. (a)

. e Convantioneal
infinita. yreatment

1.Solucién usando MEF convencional: se malla s
una porcion suficientemente grande del dominioa—;
fin de imponer las CB a una dist. grande, con las E EF YT Y RE

sigtes. desventajas. L1

*Si esa dist. no es lo suficientemente grande, se -
introduce un error en el modelo. B A

*Se deben introducir muchos elementos en una u=0
-/ . / Imposed &t an
region que suele ser de poco interes para el arbiirary boundary

analista.

2.Solucidon usando elementos infinitos, en los que .

un mapeo particular, permite transformar N w=0atrs e
e e e . ‘Infinite’ alemant

elementos semi-infinitos a los elementos master with w0 nodes at o

basicos. Estos elementos se ensamblan luego con

los elementos finitos de la malla.

(b}
Solution using
infinite elements

Figura extraida de [ZT2000]

)
an
/

—" i — - — i —
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Elementos infinitos

« Consideremos el mapeo 1D a lo largo de CPQ: :
S S N NI y

X=— Xe +| 1+ Xo = NX. + NoX, (1 o

1=¢ 1-£) " AT - ,E’Lq.h

 Se observa que:

X:XC—;XQ:XP Sifz— -.;___:}L‘
<x:xQ si&=0 ""-‘H:atm
K)( = Xg =0 Si 5 =1 _;1____?_“?_1 * Figura extraida de [ZT2000]

* Luego, remplazando X por Xp: bt gl )

25 25 P, Q R,
—( o ij = §X_NX+NX (2)

* Muchas otras funciones podrian usarse en (1) y (2), siempre que N + NQ =N, +N
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Elementos infinitos (cont.)

« Ahora, si aproximamos la solucion por un polinomio: P an R
& K )
-1 1

U=a,+a,E+a,éEl +...

5 5 Aate
« Dado x=———Xx.+ 1+— e ;
- 1-¢)” :,
Xo — X Xq — X T
—=f=1-2 C-1- 2 ¢ .
X_ XC r !
th IW
» Obtenemos entonces la solucion tipica de r * Figura extraida de [ZT2000]
campo lejano para regiones exteriores: ERE i 1
u= +ﬁ+ﬁ2 . St A
ﬂo r Py Q1 R,

El punto C representa el origen de decaimiento. Su correcta ubicacion en base a la fisica del
problema permite mejorar la precision de la solucion.

Equivalentemente, a lo largo de C,P,Q, tenemos el mapeo

& ; &
S e = =
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Elementos infinitos (cont.) -

 El mapeo se completa en la direccion 7 usando
las funciones de forma lineales standard

1+ 1
N, (77) :—77’ N, (77) S/
2 2
 Luego p :
X=N ———X. +|1+—=— |X
1(77){ —zc ( 1_5) Q:|
S S R =)
+N0(77)|: ?XC1+ 1+E XQl I{:‘: o ﬁj E
P Q % o
) OrR o
5 g =7 ate i
—— Y.+ 1+ —=— 2
1(77){ 1) -z ) g
+N, ()| - 5 +(1 5 )yQ g ’ %
1- § 1-& )7 Lon
 Endireccion » podrian usarse funciones de .'
mayor orden, lo que permite ensamblar !
elementos infinitos con elementos finitos de . on
at oo

mayor orden.
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Ejemplos de aplicacion de elementos infinitos

Problema de Boussinesq: carga
puntual en un medio semi-infinito

Standard
alemeni
—_—N—

o0&

04

Vertical Displacament on z axis

|

2

4 ﬂ’ 2 4

infinite elerments

1=

Standard and

——D—

Infimite elements
{

> {

.
2
4
umD y=0ate
Y: Y:
5 15|
i s > Z 00

Flujo irrotacional alrededor de un ala

4
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* Figuras extraidas de [ZT2000]



