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Algunas aplicaciones del MEF a problemas elipticos

Problema de Elasticidad

Consideremos un cuerpo elastico, isétropo y homogéneo B,
que ocupa el dominio acotado QeR3, con frontera

=r,ur,tal que ') I' =y area I',>0. r
t

El cuerpo B esta sometido a una fuerza volumétrica f,
y a una fuerza superficial t aplicada sobre I',.

Se supone B fijoa lo largo de T',,.
Se busca determinar
— desplazamientos u.

— deformaciones g, dependientes de los desplazamientos de acuerdo a la
cinematica de la deformacion.

— tensiones o, dependientes de las deformaciones de acuerdo a la ley
constitutiva del material.
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Problema de Elasticidad :

(dive+ f=0 enQ Ecuacion de equilibrio

su=0 sobre I',  CB Dirichlet (despl. impuesto) T
t

on=t sobre I', CB Neumann (traccion impuesta)

« Ecuaciones de clausura
— Cinematicas: asumiendo pequefias deformaciones:

1 ou, au;
& == +
V2l ox, oo

— Constitutivas: asumiendo comportamiento elastico lineal (ley de Hooke):

3
oy =A) £ 0;+ue;, A ueR", ctes. de Lamé.
k=1

con 4 — E B Ev E : modulo de Elasticidad
Y10 T T Wev)=2v)" |v: coeficiente de Poisson
« Nota: en adelante, usaremos las siguientes convenciones de notacion:
. . ou, . :
- derivada parcial: u; ; = o~ - sumatoria: on; =) oyN,

] 1=
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Forma variacional del problema de Elasticidad

« Dado (D) o;;+fi=0 enQ, 1,]=123
sellegaa (V) HallarueV/a(u,v)=L(v), VYveV
con V:{v Ve [Hl(Q)}3 yv =0 en Fu}
(LS [ oy yidx+ [ fdx=0
T. de Green .0 Jo !
—_[ op Ide+_[ aunjv,ds+: fv.dx=0
CB
oV i +OoVi .
—I 10 T x4+ [ tvds+ [ fvdx=0
9) Jr, Jo
. .. Simetria de o
Cinematica : . .
de pequefias —I O'IJ J dx + - tiVidS + 0 fiVidX =0
deformaciones o )
[ oy (v)dx+ [ tvds+[ fyvdx=0
Ley de Hooke ¢ T w0
—_[ AU, 10y + e (u)] g; (V)dx + -.rt t.v.ds+ :Q fv.dx=0
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Forma variacional del problema de Elasticidad (cont.)
 Se puede demostrar que la forma lineal L(v) = J' fv dx+J.F tv.ds es continua,
e, L(v)<A|v|,.VveV, 1eR". t

« Se puede demostrar que la forma bilineal
a(u,v) = j M, 85+ pae (U) | & (v)dx = j [ Adivudiv + ue; (U)&;(v) ] dx

— essimetrica, i.e., a(u v)=a(v,u),vu,veV,
— continua, i.e.,[a(u, V)| < 7 [ul; o [Vleq YUV EV, ¥ €R™,

—  V-eliptica, i.e., a(v,v) > a||v|| YWeV,aeR", con ||v||H1(Q) Z||v||Hl(Q).

HY(Q)

Demo.: a(v,v) = ijﬂ(diw) dx+yJ'Q & (V)&; (v) dx

> 1 jQ & (V)& (v) dx= puc|v]y, » CER™.
Desigualdad de Korn
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MEF aplicado al problema de Elasticidad

Consideremos el problema de Elasticidad en QcR2.

Sea T,={K} una malla de triangulos de Q. Definimos el espacio de EF

\A :{VZVEVy v|K e[P1 (K)]Z,erTh}

El MEF aplicado al problema de Elasticidad consiste en
Hallar u, €V, /a(u,,v) =L(v), VYveV,

La solucion u, eV, satisface

lu—u,|| <Chluy|

H' (Q) H? (Q)
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Funciones de base para el triangulo lineal

Toda funciénv e | P, (K)]2 puede representarse

vx(x,y)} ZN‘(X’y)V‘X _{Nl 0 N, O

v(x,y)={ =17
v, (X, Y) ZNi(X’y)Viy 0 N, O N,

Las funciones de base N, = A (= coord de area del triangulo K) resultan:

N,
0

0
N,

}

N;(X,y) =& +bx+cy !
con: €
:X2y3_X3y2 Yo=Y, :X3_X2
Y oA T

3y1 X1 Y3 b=y3 Yi XK
Y T2A0 T 2A
a, = XY, = %Y b3:y1_y2 C3:X2_X1
2 A 2 A 2 A
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MEF aplicado al problema de Elasticidad

Notar: ( -
(V) | | A+u
a(v,u,) = jg[/lgﬂ (V)& (uy )+ pg; )z (uy) Jdx = jQ< e, (V) b | A
\25Xy(v)) 0
El vector de deformacion : -
O L A R
(6‘ (V)\ OX OX OX OX
XX av
s(m)=1 5,0 =1 = (=0 T o T o I
26 (V) oy oy oy oy
A v, v, | |ONg N, N, N, ON; N,
oy x| Loy ox oy ox oy ox
Para el triangulo lineal, la matriz B es constante :
b, 0 b, 0 b, 0
B=|0 ¢, 0 ¢, 0 c
_Cl bl C2 b2 C3 b3_
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MEF aplicado al problema de Elasticidad

Luego:

a(v, uh) = ZaK(V’ uh)

con
ax(v,u,) = V'B'DBU, dx=V'B'DBU, A,

p PR 1 /(1- 0
s E(1-v) vill-v)
D=| A A+u O |= vi(l—v) 1 0
(1+v)(1-2v)

0 0 Hy 0 0 (1—2%1_V)

(estado plano de deformacion)
A, =B'DB A,

Notar: R A+ 1 1 0 |f )

XX

En consecuencia, la matriz de rigidez elemental :

vy

o, U 2¢,
ey 0 0 A LTy
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Problema de Stokes

« Consideremos las ecuaciones de Stokes para el flujo estacionario de un fluido
Newtoniano incompresible encerrado en un dominio QcR3, sometido a una

fuerza volumétrica f :

o;;+ =0 en Q, Balance de cant. de movto.

oy =2ug;(U)—pd; enQ, Ley const. de fluido Newtoniano
u,=0 en Q, Condicion de incompresibilidad
u =0 sobre I', CB Dirichlet

u: velocidad
o tension

p: presion

L. viscosidad

—pAu +p;=f enQ, Balance de cant. de movto. p/fluido Newtoniano

« Definimos el espacio de funciones de prueba

V:{V:VE[Hf)(Q)]gydivv:O en Q}

» Luego, podemos llevar el problema de Stokes a la forma variacional

(V) HallarueV/a(u,v)=L(v), VYWweV
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Forma variacional del problema de Stokes

« Para llevar el problema de Stokes a la forma variacional hacemos
fi =—Au; + p;

|, fv.dx = —y_[Q Au,v.dx + IQ p,v,dx

.'Q fvdx = y_[QVui -V, dx—yfr%VidS—JQ pVi,id)erJr pnivids/

:0 :O :O

_[Q fv.dx = yIQVui - Vv, dx

.

L?v) a(J, V)
« Dado que x>0, se demuestra (idem problema de Poisson) que a(.,.) es simétrica,
continua y V-eliptica.
» Se demuestra también (idem problema de Poisson) que L(.) es continua.

« Nota: al adoptar un espacio de velocidades de divergencia nula, la formulacion
variacional no involucra la presion.
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MEF aplicado al problema de Stokes

Consideremos el problema de Stokes en QcRR?. Luego:

V:{v:v:(vl,vz) e[Hé(Q)]Zy N, +8v2 =0en Q}

oX, 0%,
« SIQ essimplemente conexo (i.e., no contiene agujeros), divv=0en Q si y solo si

V= [ op ,— a¢j = rote para alguna funcion .
oX, OX

@ - funcion de corriente del campo de velocidades v.
osea: veV < V=rotp, gpeH;(Q).

« Adoptamos luego un subespacio W, de dimensidn finita de H; (2) (usamos por

ej. el elemento finito C'-continuo ya visto) y definimosV, ={v:v=rotp, pc W, }.

« Se formula el MEF remplazando V por V,cV en la formulacion variacional. La

solucion u, eV, satisface

lu—ul| ., <Ch®|ul

H'(Q) H°(Q)
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Desarrollo del MEF para Stokes

Desarrollaremos un EF triangular C1-continuo. El campo ¢(X, Y) sera aproximado por
polinomios de grado 5:

o(X,y) = Z Cijxiyj =Cop + CioX+Coy Y +CopX” +Cpy XY +Cppy* ++--= ' (X, Y)C, V(X y)eK.

0<i+j<5
con.
pr(xy)=[1 x ¥y ¥ xy oyt ox ]
C= [Coo Co Cun Cp Gy Cpp G Cy G, Cyy Cp Gy Cp Cg - Cpy Gy Gy ]T

Para el calculo de los coeficientes ¢ expresamos el valor del campo en los nodos

— iy _ 2 2 _k .
¢(Xk’ Yk) - Z Cij Xk ¥k =Coo T CroXy T Cor Yk +Co0X¢ TCuX Y +Coo Y - =@, k=12,3.
0<i+j<5

Obtenemos asi tres ecuaciones con 21 incognitas:

2 2 3 2 2 3 4 3 A2 3 4 5 4 SN2 20 4 5 _ -k
|:1 Xk yk Xk Xkyk yk Xk Xkyk Xkyk yk Xk Xkyk Xkyk Xkyk yk Xk Xkyk Xkyk Xkyk Xkyk yk:| C_(D

k=12,3.
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Desarrollo del MEF para Stokes

Calculando luego el valor de la derivada respecto de x en los nodos, logramos
tres ecuaciones mas:

Qx(xk, Yi) = Z Cijixéi_l) ykj =Cjp +2C5X +Cp Y+ = ¢|:<1 k=123.

0<i+j<5

(010 2x v, 03% 2xY, Ve 0 4% 3%y, 2%y i 0 5% 4xy, 3%y, 2xYy; yi 0]c=¢
k=123,

Repitiendo el proceso para la evaluacion de todos los grados de libertad nodales,
obtenemos un conjunto de 18 ecuaciones con 21 incognitas.

Este proceso puede hacerse usando un programa de manipulacion simbolica,
como se indica en el siguiente slide.
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Desarrollo del MEF para Stokes

Programa para calculo simbalico coeficientes

clear
syms C xy x1yl x2y2 x3y3
c=1;
fori=1:5
for j=0:i
C = [Cx"(i-)*y*()];
end
end

Cx = diff(Cx);
Cy = diff(C,y);
Cxx = diff(C,x,2);
Cxy = diff(Cx,y);
Cyy = diff(C,y,2);

% NODO 1

% phi(x1,yl) =phi_1

A(1,)) =subs(C {x,y}.{x1,y1});
% dphi/dx (x1,y1) = dphix_1
A(2,)) =subs(Cx ,{x,y}{x1,y1});
% dphi/dy (x1,y1) = dphiy_1
A(3;2) = subs(Cy, {x.y}.{x1.y1});

% d2phi/dx2 (x1,y1) = dphixx_1
A(4,:) = subs(Cxx,{x,y},{x1,y1});
% d2phi/dxdy (x1,y1) = dphixy_1
A(5,:) = subs(Cxy, {x,y},{x1,y1});
% d2phi/dy2 (x1,y1) = dphiyy_1
A(6,:) = subs(Cyy,{x.y},{x1,y1});

% NODO 2

A(7,:) = subs(C, {x,y}.{x2,y2});
A(8,:) = subs(Cx, {x,y},{x2,y2});
A(9,:) = subs(Cy, {x,y},{x2,y2});
A(10,:) = subs(Cxx, {X,y},{x2,y2});
A(11,:) = subs(Cxy, {x,y},{x2,y2});
A(12,:) = subs(Cyy, {x,y},{x2,y2});

% NODO 3

A(13,:) = subs(C, {x,y},{x3,y3});
A(14,:) = subs(Cx, {x,y},{x3,y3});
A(15,:) = subs(Cy, {x,y}.{x3,y3});
A(16,:) = subs(Cxx,{x,y},{x3,y3});
A(17,:) = subs(Cxy,{x,y},{x3,y3});
A(18,:) = subs(Cyy,{x,y}.{x3,y3});
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Tenemos hasta ahora 18 ecuaciones y 21 incognitas:

AR A/ 7 % VR O A 5 AR 5 A A A A O A 4 /D 1 P A A
02x vy, 03x 2xy, ¥ 0 4% 3xy,2xy, yi 0 5% 4%y, 3%y 2xy; y; O
10 x2y, 0 X' 2xy 3y; 0 % 24y, 3xy 4y] 0 x' 2y, 3xyf 4xy’ 5y,
2 00 6x 2y, 0 0 12x26xy, 2y7 O 0 20x’12x7y, 6xy; 2y’ O 0
00 1 0 0 2x 2y, 0 0 3x 4xy, 3y 0 0 4x> 6x’y, 6xy’ 4y. 0
00 0 2 0 0 2x 6y, 0 0 2x 6xy 12y 0 0 2x>  6x7y, 12x.y; 20y’

2 2 3 2 2 3 4 3 AN 3 4 5 4 SN2 AN 4 5
y2 X2 X2y2 y2 X2 X2 y2 X2y2 y2 X2 X2 y2 X2 y2 X2y2 y2 X2 X2 y2 X2 y2 X2 y2 X2y2 y2

X o o o o bk X
o

O ©O O © ok OO0 oo o oo o o o k-

102x, y, 03X 2xy, Yo 0 4x 3xy, 2%y, yi 0 b5x; 4xy, 3xy: 2x,y: y, O
01 0 x,2y, 0 X 2x,y,3y; 0 X 2x3y,3x,y7 4y 0 x5 2xy, 3X5y> 4x,ys 5y,
002 00 6x,2y, 0 0 12x56x,y, 2y;: 0 0 20x] 12x3y, 6x,y: 2y5 O 0
000 1 0 02x 2y, 0 0 3x 4xy, 3y; 0 0 4x 6xy, 6x,y. 4y 0
000 O 2 0 0 2x, 6y, 0 0 2xX 6xy, 12y> 0 O 2% 6x2y, 12x,y2 20y3
Xo Yo Xs %Yo Vs X5 X3Ys XeYs Y3 Xg XgVa XaV3 Xo¥5 Vi Xo XgYs o X3V3 XV XY: Vs
1 02% y, 03X 2xy, vo 0 4x5 3x%y, 2x,y: ys 0 5x; 4xy, 3xiy: 2x,y5 y; O
01 0 %2y, 0 X 2%y, 3y; 0 x5 2xy;3xy; 4y; 0 x5 2xYy; 3xY; 4xy; 5Y;
002 00 6x 2y, 0 012x 6xy, 2y; O 0 20x12x%y, 6x,y: 2y O 0
000 1 0 0 2x 2y, 0 0 3x2 4xyy, 3y> 0 0 4x3 6xy, 6xy. 4y 0
0000 O 2 0 0 2% 6y, 0 0 2% 6xy, 12y; 0 0 2x;  6X5Y, 12%,y; 20ys |
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Desarrollo del MEF para Stokes

Las tres Ultimas ecuaciones se obtienen calculando la derivada normal en los puntos
medios de los lados:

Ny (01 0 2%, vy, 0 3x52%,Y, ¥ 04X, 3x5Y, 2X,¥5 ¥5, 0 5x% 4x%y,  3x4yh 2%, Vi 0)+
N, (00 1 0 %2y, 0 x5 2%, 3Y, 0 X, 2X5Y, 3%,V5 45, 0 Xy 2KV, 3X3Y5, 4%,Y5 5Yi)

12

Nys, (0 1 02x,; vy, O 3X223 2X55Y s y§3 0 4)(;3 3X223 Yoz 2X3 y§3 ygs 0 5 Xg3 4X§3 Ya3 3X223 y223 2%y ygs ygs O) ™ c (p’2r13
=1®n
Ny3y (0 0 1 0 X525 0 X 2X5Y553Y5 0 Xgp 2%V, %5555 4Y5; O X5 260y Bs¥m AXaYaa 5Yim ) N

@,
Ny (001 0 2%, vy 0 3X% 2%,Yy Vi O 4% 3Xhyy 2%,Va Ve 0 5% 4XYy  3XaVa 2X,Y5 Vs O)+

Ny (000 1 0 X2y, O X4 2X,y, 3ys 0 X5 2X4Yy 3%uVa 4¥s 0 Xa 2Ky 3Xya 4%,Y5 5Yy)

Matricialmente, el proceso realizado puede escribirse:
Ac=® —> c=A'®
O =0 P P P Py oy O DD e Py P, P PP e P 9, P et o]

T
c :[Coo Co Cu Cp Gy Cp Gy Cy G, Cp Cp Gy Cp Cy -+ Cpy Cy Cos]
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Desarrollo del MEF para Stokes

) |2
o

Vul = aax = Xzay I

oQ e ¢

T~ 2

u| Vv.-Vu dx=| v f dx ] oy ¥ oy

0 i i o i u= - )
O (ou,] | _%%¢

OX X ox®

Vu, = 2 =

au, O’p
oy | oxoy

o(X,y) = Z Ciniyj =Coo +C10X+001y+C20X2 "'(:11)(3""Cozy2 +--=p (xy)c, V(xy)eK

0<i+j<5

2
e _ i —1)c; X" ?y! =2C,0 +6Cs X + 2, X7y ++ -+ =

7 =

7 =

OX
o°p )
=[00 0 2 006x2y0 012x6xy 2y° 0 0 20x°12x°y 6xy* 2y° 0 0] c:(W c
62(0 azp T
=[00 0010 02x2y0 0 3x°4xy3y> 0 0 4x° 6Xy 6xy’ 4y° 0]c= c
OX0Y OXoy
2 2P
e —[O 0000200 2x6y0 0 2x*6xy12y> 0 0 2x° 6x°y12xy’ 20y3} c=(a—2pj c
oy
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Desarrollo del MEF para Stokes

2 2 2
,uj Vv.-Vu. dx = ,uj Vv -Vu, + Vv, -Vu, dx y_[ Wa¢+28l’”a(p Ty O'p dx VyeW,
OX* OX* OXOy Oxoy  oy° oy?
Usando
2 2 2 2 2 \' 2 . \'
2o (Gt (3 2 (28] (2] wo
aZW:CT(Gij:TT T(@ij 82(0 aZp TC_ azp TA_1¢
OXoy OXoy OXay oxoy | oxoy OXoy
oy (22w (22 oo (£9] (2]
oy oy oy ayz ayz - 2

y teniendo en cuenta que los parametros W son arbitrarios, obtenemos:

2 2 T 2 ST 2 2 T
K:ﬂA—TJ a 2pa p2 + p a p a pa p dX A_l—ll,lA_T O P A—l
ol ox2 o | oxdy oxdy | oy’ oy’

no nulos Gltimos 18x18 (primeros tres termlnos constante, lineal en x,y, nulos)
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Desarrollo del MEF para Stokes

Si introducimos la hipotesis cinematica siguiente (calculo de derivadas en el
punto medio a partir de las derivadas en los nodos vértice):

.
No 4 n12y LT n12y 2

S Pt Pyt (p,i+7(p,y
(olnz o 00wmn, n, O Ny, Ny O 00 O0OO0OOOTUO OO
’ n n n n 1
23 23x 2 2By 2 23x 3 2By 3
Oy = 5 Q.+ > @, + > go‘x+7(0,y>=§ 0 00 O ny n, O Ny Ny, 0 00O0OOOO 0|,
(0‘:’]1 0 00 n, 0 g Ny, 0 31y000000000
’ Napx (03 +n31y ¢3 +%¢1 +@¢1
. 2 S R S
(plz
(0,%13 =Do,,
(031

podemos luego expresar la matriz de rigidez de 18x18 (con grados de libertad
solo en los vertices) como:

K=uB'PB
siendo:
B A ( A—l) |18><18
18x18 (4:21.12D) D3><18

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 20



 Consideremos una delgada placa elastica P, YSQS\L“E\' == T

cuya superficie media esta dada por el
dominio QcR?, sujeta a una

carga transversal f.

« Se desea determinar
— deflexion transversal u
— momentos My, 1,J]=1,2.
« El problema esta gobernado por

M =T en Q Ecuacion de equilibrio
U= Z—U =0 sobre I', CB empotrado

n
u=M_ =0 sobre I', CB simpl. apoyado

M, =Q(M)=0 sobrel’, CB libre

Q(M) =M, in + alg/lt”t Fuerza de corte o transversal
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Flexion de placas elasticas (cont.)

e Ecuaciones de clausura

— Asumiendo pequefias deflexiones y material elastico lineal, la ecuacion
constitutiva (ley de Hooke) toma la forma

oy = AAUG; + Ly A, ueR constantes
2
curvatura

Xij = Uj

B OX;0X,

— Las constantes Ay u dependen del modulo de elasticidad E y del coef. de
Poisson v, asi como del espesor de la placa d, de acuerdo a

Ed*® P vEd?®

T 12(1+v) T 1201-v7)
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Formulacion variacional del problema de flexion de placas elasticas

1.

2.

Adoptamos el espacio VZ{VZVE H*(Q), v:?:o enl",, v=0en FS}
n

Hacemos o v
Y V,=—n +—t.

fvdx = jM””vdx Lo ot !
3 Mnv, =M.nn Y m tn &

fvdX:_I Mljj Idx_|_-.- MIjJnIVdS UnJV, unan%Jr ij |nja
Q
[ =M @H\/I v
vadx: vV, dx — IM” J ds+j M ;n;vds ™ AN " ot
[ udx=[ M,z (ax=[ M. Ldso [ M Ydst [ M, nvds

Q Jo My ()= ] My on |t "ot IF e Integracion
. . . oV - OM _ | por partes
Qfvdx:.QMU.;(".(v)dx—.rMnn%ds+.F attvds+_[rM,“n,vds (con T suave)
- - - oV oM .
Qfvdx=.QMiJ.;(U.(v)dx—.rMnn%ds+.r(MuJn,+ = jvds

~ . . )

jQ fudx = jﬂ(mu@j + 1) 2 (V)dx = J-Q[/IAUAV+ 147 (U) 7 (v) | dlx

L(V) a(u,v)
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Formulacion variacional del problema de flexion de placas elasticas
(cont.)
« La forma variacional del problema de flexion de placas elasticas resulta

(V) HallarueV/a(u,v)=L(v), VYveV
con: a(u,v):_[Q | AAUAV + 117, (u) 7 (v) |dx
L(v)= jQ fvdx

VZ{VZVEHZ(Q), v:?:o enT,, v=0en FS}
n

— La forma bilineal a(.,.) es en general simétrica y continua.

— Ademas, a(.,.) es V-eliptica si I' >0, i.e., si la placa esta empotrada a lo largo
de una parte de su borde.

— Laforma lineal L(.) es continua.

« Ahora se puede formular el MEF para el problema de flexion de placas elasticas
usando el elemento C!-continuo ya descrito.
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