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Algunas aplicaciones del MEF a problemas elipticos

Problema de Elasticidad

Consideremos un cuerpo elastico, isotropo y homogeéneo B,
que ocupa el dominio acotado QeR3, con frontera

=r,ur,tal que ''I' =y area I';,>0. r
t

El cuerpo B esta sometido a una fuerza volumétrica f,
y a una fuerza superficial t aplicada sobre T~..

Se supone B fijoa lo largo de T',,.
Se busca determinar
— desplazamientos u.

— deformaciones g, dependientes de los desplazamientos de acuerdo a la
cinematica de la deformacion.

— tensiones o, dependientes de las deformaciones de acuerdo a la ley
constitutiva del material.
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Problema de Elasticidad :

(dive+ f=0 enQ Ecuacion de equilibrio

su=0 sobre I', CB Dirichlet (despl. impuesto) T
t

lon=t sobre I', CB Neumann (traccion impuesta)

« Ecuaciones de clausura
— Cinematicas: asumiendo pequefias deformaciones:

72 ax, o

— Constitutivas: asumiendo comportamiento elastico lineal (ley de Hooke):

3
oy =A) € 0;+ue;, A ueR", ctes. de Lamé.
k=1 , . .
con 11 — E 1 Ev E : modulo de Elasticidad
Y100 T Wena—20)" |v: coeficiente de Poisson

« Nota: en adelante, usaremos las siguientes convenciones de notacion:

: : ou. : :
- derivada parcial: u; ; =— - Sumatoria: o;n. = Zai.n.
, 8Xj i) = i
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Forma variacional del problema de Elasticidad

« Dado (D) o..+f=0 enQ, 1,j=123

ij, ]

se llega a (V) HallarueV/a(u,v)=L(v), VveV
con V:{v:ve[Hl(Q)]3 yv =0 en Fu}

haciendo I o, v.ax+ _fvdx=0
T. de Green I J

—_[ o ,de+j anvds+: fv.dx=0

j ]1

oWV, OV <5
O 2 Jr, Jo

. - Simetria de o
Cinematica
de pequeias —_[ CT.J
deformaciones

MENTV) tvds+ [ fvdx=0
JT, Jo

—f oy &; (V)dx + ' tv.ds+ ' fv.dx=0
Ley de Hooke °¢ Iy .

—J' AU, 10 + pE; (u)]gij (v)dx + [ tv.ds+ :Q fvdx=0

.rt

a(u,v) L(V)
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Forma variacional del problema de Elasticidad (cont.)
 Se puede demostrar que la forma lineal L(v)= IQ fividx+jr tv.ds es continua,
i.e.,L(v)£/1||v||V,VVeV,/IeR+. t
« Se puede demostrar que la forma bilineal
a(u,v) = jg[zuk,kaij + g (U) | & (v)dx = jﬂ[ﬂ,divu divv + e, (U)s, (v) |dx
— essimetrica, i.e., a(u,v) =a(v,u),vu,v e V.
—continua, i.e.,[a(u, V)| <7 [Ul.s 0 [Vlhioy YUV €V, 7 €R™.

3
2 WeV,ae R+’ con ||V||2Hl(Q) - ;”Vi ”;(Q)'

— V-eliptica, i.e., a(v,v) 2 a|v],;

Demo.: a(v,v) =1 jQ(diw)Z dX + 1 jQ &, ()&, (v) dx

> 8;(V)&; ) dx > pcfv]y . CER'

Desigualdad de Korn
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MEF aplicado al problema de Elasticidad

Consideremos el problema de Elasticidad en QcR?.

Sea T,={K} una malla de triangulos de Q. Definimos el espacio de EF

V. Z{VZVEVy vl <[P, (K)]Z,VKeTh}

El MEF aplicado al problema de Elasticidad consiste en
Hallar u, e V, /a(u,,v) =L(v), VYveV,

La solucion u, eV, satisface

lu—u,| < Ch|u|

H () H?(Q)
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Funciones de base para el triangulo lineal

Toda funcionv e [Pl (K)]2 puede representarse

-

Z N; (%, y) V)’

\ i:].

Z N; (x, YV,

}:%

|

J

0
N,

N, 0 N,
0 N, 0

N,
0

0
N,

}

Las funciones de base N; = 4. (= coord de area del triangulo K) resultan:

con.

a =

2 =

N.(X,y)=a +bx+cy 1
XY = XY, b1: Yo~ Ys C = X3 =%
2 A 2 A bO2A
3y1 X1 Y3 b ZY3_y1 C :X1_X3
2 A TO2A ©2A
X1y2 XY yl_yz :Xz_xl
2 A TO2A PO2A

a; =

G
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MEF aplicado al problema de Elasticidad

Notar: ) = | _ ) .
gxx (V) ﬂ’ + /u ﬂ‘ O gxx (uh)
a(v,uh):jg[/lgjj (v)gii(uh)+ugij(v)gij(uh)}dx:L; g,(V) ¢t | A A+p 03 ¢&,(u,) rdx
kzgxy(v)/ 0 0 ﬁ \ngy(uh))
El vector de deformacion : - 2.
v, ON, oN, ON, A
— 0 —2 0 0 VY
( c (V) A OX OX OX OX 1
XX 8V VX
e(v)=1¢,00 =9 —L =0 oN, 0 oN, 0 G0 ] 2y »=BV
- U Jev, oy, ON, ON, ON, ON, 0N, ON; ||V,
_I__
oy ox ) Loy ox oy ox oy  OX |V a(uh):BUh

Para el triangulo lineal, la matriz B es constante :
b, 0 b, 0 b O]
B={0 ¢c 0 ¢, 0 c
_Cl bl C2 b2 C3 b3_
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MEF aplicado al problema de Elasticidad

Luego:

a(v,u,) = ZaK(V’ u,)

oor a. (v,u ):j VTB'DBU, dx=V'B"DBU, A,
K ' ~h K h h

A A 0 1 [(1—- 0

+ U E(1-v) vi(l-v)
D= 2 A4+u 0 |= vi(1-v) 1 0
(1+v)(1-2v)

0 0 % 0 0 (1_2%1_V)

(estado plano de deformacion)
A, =B'DB A,

Notar: R Avu A 0 [ )

XX

En consecuencia, la matriz de rigidez elemental :

Il
N

3
Zekk i tue — o=q0,=| 4 A+u 0 |J&, =De¢
k=1

o, U 2¢,
Sy 0 0 A LTy
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K / \/Q\(L%gffo
— \/:Z f\) \/
>, Epe As )_¢©
e~ 7 |
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Problema de Stokes

« Consideremos las ecuaciones de Stokes para el flujo estacionario de un fluido
Newtoniano incompresible encerrado en un dominio QcR3, sometido a una

fuerza volumétrica f :

o;;+fi=0 en Q, Balance de cant. de movto. u: velocidad
oy =2ug;(U)—pd; enQ, Ley const. de fluido Newtoniano| (¢ : tensién

u,; =0 en Q, Condicion de incompresibilidad | p: presion

u =0 sobre I', CB Dirichlet A viscosidad

—pAU; +p;=f;, enQ, Balance de cant. de movto. p/fluido Newtoniano

» Definimos el espacio de funciones de prueba
V:{v:v e[Hg(Q)}3 y divv =0 en Q}
» Luego, podemos llevar el problema de Stokes a la forma variacional

(V) HallarueV/a(u,v)=L(v), VYveV
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Forma variacional del problema de Stokes

« Para llevar el problema de Stokes a la forma variacional hacemos
fi =—AU; + P;

I f.v.dx = —y_[Q AUV, dX + _[Q p;v,dXx

0 -0 -0

IQ f.v.dx = ijVui - Vv, dx

.

L(v) a(u,v)
« Dado que x>0, se demuestra (idem problema de Poisson) que a(.,.) es simétrica,
continua y V-eliptica.
« Se demuestra también (idem problema de Poisson) que L(.) es continua.

« Nota: al adoptar un espacio de velocidades de divergencia nula, la formulacion
variacional no involucra la presion.
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Elemento P5 - MEF aplicado al problema de Stokes

Consideremos el problema de Stokes en QcR?. Luego:

Vz{v:v:(vl,vz) e[H})(Q)Ty N, +8V2 =0en Q}

oX,  OX,
« Si Q) es simplemente conexo (i.e., no contiene agujeros), divv=0en Q si y solo si

V= [ P ,— 8goj = rote para alguna funcion .
oX,  OX

@ - funcion de corriente del campo de velocidades v.
0sea: veV <V =rotp, pecH:(Q).
» Adoptamos luego un subespacio W,, de dimension finita de HZ (€2) (usamos por

ej. el elemento finito C!-continuo ya visto) y definimosV, ={v:v =rotg, ¢ € Wh}.

 Se formula el MEF remplazando V por V,cV en la formulacion variacional. La

solucion u, eV, satisface

lu—u, < Ch*|u|

HY(Q) H° (Q)
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jVui -VV. dx:_"ui,j -V 5 dX

oy

(0] rgp 3
u=rot(pe,)=rot1 0 2
D ) U = ija®? ) U= 2N
o
ott = gt L0

Ui i = Eia®y

Ui iVij = CisPui€usV ) = (5k|533 5k35|3)§0kJW|J PV —P3iV 3

julj deX J(Dlelj +¢2]W2] dX
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Elemento P5 - Desarrollo del MEF para Stokes

Desarrollaremos un EF triangular C1-continuo. El campo ¢(X, Y) sera aproximado por
polinomios de grado 5:

P(X,y) = Z Cin’iy’j =Cyo +CipX +Cy Y’ +C20X'2 +¢,, XY’ "'Cozy,2 T = pT (X, Y)C, v(x,y)eK
0<i+j<b

con.

X' = ; y' = ; L . longitud caracteristica de elemento (ver adelante)

(%o, Yo) : centroide del elemento

13

X’y’ y’2 X .. ]

T
c :[Coo Co Cn Cxp Cy Cpp Cp Cy Cp Gy Cp Gy Cp Gy - Cpy Cy C05]
Para el calculo de los coeficientes ¢ expresamos el valor del campo en los nodos

_ i,y ' ’ r2 1y, 2 _k _
¢(Xk’yk)_ Z Ci Xk Yo =Coo T CroX¢ +Cor Y TC0 X +CuX Y +CoY =0, k=12,3.

0<i+j<5

Obtenemos asi tres ecuaciones con 21 incognitas:

l ' 12 1y, 12 13 12,1 1,12 13 14 13,1 12,12 r 13 14 5 14,1 13,12 12,13 1,14 15 k
I:l Xk yk Xk Xkyk yk Xk Xk yk Xkyk yk Xk Xk yk Xk yk Xkyk yk Xk Xk yk Xk yk Xk yk Xkyk yk:l C:(D

k=12,3.
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Elemento P5 - Desarrollo del MEF para Stokes

Calculando luego el valor de la derivada respecto de x en los nodos, logramos
tres ecuaciones mas:

i r(i-1)\,7] 1 2 ' 1 '
(D,X(Xk’Yk): Z Cijtxk( l)YkJ :EC10+EC20Xk+EC11yk+”':(0,l§<’ k=123.
0<i+j<5b

(0102 v 037 24y yi¥ 0 4% 3¢y, 2¢ 2 ¥ 0 5%° 4x%y; 37 2¢ v yi' 0]c=Lg}
k=123

Repitiendo el proceso para la evaluacion de todos los grados de libertad nodales,
obtenemos un conjunto de 18 ecuaciones con 21 incognitas.

Este proceso puede hacerse usando un programa de manipulacion simbolica,
como se indica en el siguiente slide.
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Elemento P5 - Desarrollo del MEF para Stokes

Programa para calculo simbolico coeficientes

clear
syms C xy x1yl x2y2 x3y3L
Cc=1;
for i=1:5
for j=0:i
C = [C (xDM-)*(yIL DT
end
end

Cx = diff(Cx);
Cy = diff(C)y);
Cxx = diff(C,x,2);
Cxy = diff(Cx,y);
Cyy = diff(C,y,2);

% NODO 1

% phi(x1,yl) = phi_1

A(1,)) =subs(C {x,y}.{x1,y1});
% dphi/dx (x1,y1) = dphix_1
A(2,)) =subs(Cx ,{x,y}{x1,y1});
% dphi/dy (x1,y1) = dphiy 1
A(3,:) = subs(Cy, {x.y}.{x1,y1});

% d2phi/dx2 (x1,y1) = dphixx_1
A(4,:) = subs(Cxx,{x,y},{x1,y1});
% d2phi/dxdy (x1,y1) = dphixy_1
A(5,:) = subs(Cxy, {x,y}{x1,y1});
% d2phi/dy2 (x1,y1) = dphiyy_1
A(6,:) = subs(Cyy,{x,y},{x1,y1});

% NODO 2

A(7,:) = subs(C, {x,y}.{x2,y2});
A(8,:) = subs(Cx, {x,y},{x2,y2});
A(9,:) = subs(Cy, {x,y},{x2,y2});
A(10,:) = subs(Cxx, {x,y}{x2,y2});
A(11,:) = subs(Cxy, {x,y}.{x2,y2});
A(12,:) = subs(Cyy, {x,y},{x2,y2});

% NODO 3

A(13,:) = subs(C, {x,y},{x3,y3});
A(14,:) = subs(Cx, {x,y},{x3,y3});
A(15,:) = subs(Cy, {x,y},{x3,y3});
A(16,:) = subs(Cxx,{x,y},{x3,y3});
A(17,:) = subs(Cxy,{x,y},{x3,y3});
A(18,:) = subs(Cyy,{x,y}{x3,y3});

Introduccion al Método de los Elementos Finitos

17



Tenemos asi 18 ecuaciones y 21 incognitas:

1y X2 Xy vt Xy,
01 02x y 0 3x*2Xy,
0010 X 2y 0 x?

0002 0 0 6x 2y
0000 1 0 0 2x
0000 O 2 O 0

1x Y, X2 XY, V5 X XY,
01 02x, y, 0 3x?2xy,
0010 x, 2y, 0 x
0002 0 0 6x, 2y,
0000 1 0 0 2x
0000 O 2 O 0

1X5y5 x5 %Yy V5 X XY
01 0 2x, y;, 0 3x 2xly;
0010 x 2y;,0 xf
0002 0 0 6x 2y
0000 1 0 0 2x
0000 0 2 0 0

D

XY:?

14 13,/

't Xy
le2 0 12,1

A 3y,
2xy; 3y 0 X
0 0 12¢* 6Xy,

2y, 0 0 3x?
2x, 6y, 0 0

XYy Ve X XY
y; 0 4% 3%y,
2y, 3y, 0 %)
0 0 12x} 6xyy,
2y, 0 0  3xf
2x, 6y, 0 0

A7 A A
y; 0 4x7 3xy,
2x;y; 3y; 0 %
0 0 12x{* 6x.y;
2y, 0 0  3xf
2%, 6y, 0 O

12,12

XYy
2%y,

27y
2y;?

Axy,
2%

12,12

X2 Y,

1,12

2 X2 y2
2%;°Y;

2y5’
4%, Y,
2X7

12,12
X3 y3

1,12
2X3y3

2%°Y;
2ys?
4%3Ys
2%

/A A U A T AN A A
V0 B Ay XY 2y w0
Iy AyT 0t 2ty 3xTYT Axyr By
0 0 20x°12x%y, 6xy’ 2y 0 0
3y 0 0 A 6Ty, 6y’ 4y 0
6xiy; 12y°0 0 27 6xTy; 12xy” 20y
AR AR SR S IR S AR S R I A
i 0 5T AGY 3y’ 24y’ oyt 0
ey, 4y; 0T 24y, 3Gy Ay 5y
0 0 20x712x7y, 6xy,° 2y, O 0
3y; 00 A¢ Bqly, 6xy) 4y) 0
6x,y, 12y20 0 2x;> 6X7y, 12x)ys? 20y;°
LSS U S VI S TR B A O A
i 0 5T ATy 3Ty 2xyr v 0
ys 4y 0 X 26ys 3TV Axys 5y
0 0 20x712x7y, 6xyy 2y;7 0 0
3y 0 0 A’ 6y, bxy 4y; 0
6y, 12y70 0 2 6xy; 12xy" 207 |
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Elemento P5 - Desarrollo del MEF para Stokes

Las tres ecuaciones faltantes se obtienen calculando la derivada normal en los puntos

medios de los lados:

B 13

n, (01 0 2x, vy, 0 3%} 2x,y,, Vi X3
n,, (00 1 0 x,2y, 0 X3 2x,y, 3y
0 4x}

0 4

Ny (01 0 2, Yy 0 3% 2Xyy5, Vi

12
23

Ny (00 1 0 X, 2y5 O X5 2Xy5, 3ys3

Ny (01 0 2xg, vy 0 3% 2x,yy yi 0 4x3

2
31

Ny, (00 1 0 xpy2y, 0 X2 2x,yy 3ys

12,1

3%,V 2X,Y1; Yia
0 X5 2X;Y1, 3X,Y;, 4y; O
3X5aYas 2X35Yss Yo 05Xy 4X)

13
0 Xy

0 5xj; 4X5Yi,

14

X,
Yaa

14

12,1 i 12 13
2X53Y2s 3Xp3Y23 4Yzs O Xo

12,1 1,12 13 14 13y,
s Yar 2% Yo 0 SXgy 4%3 Yy

13 12,1 14

Matricialmente, el proceso realizado puede escribirse:

AC=LD

O =o' ¢, @, ¢, 9, 9 O & 9 0 &y &) ¢

L=diag[l L L 2 L L°

C [Coo Co Cou G Cu Cop G

0 x5 2X3Vy 3XaVy 4ym O Xy
—> c=A"'L®
o’
1 L L L I I® 1L L

CZl C12 C03 C40 C31 C22
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C13

3X3Yis 2X,Vis Vi, 0)+

2X3Y1, 3X3Yis 4X4,Yis 5Yis )

! ! ! ! ! L
IGVE ¥ Vs O ||

263Y5s IGY5 ¥ BV )| ||
3GV 2y Y O)+

265y 3XYai AXYs 5Ys)

3 3 3 3 12 23
Oy Pu Py Py Pn P @
2 2 2 L L L]

T
C23 C14 COS ]

19

12
Pn
23

P
¢31

n

31
n
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Elemento P5 - Desarrollo del MEF para Stokes

El parametro de escala L se elige de forma de condicionar adecuadamente la
matriz A y asi evitar problemas al invertirla.

L= max( 0 =)+ (=0 0 = (=) ) + (-

10,

La figura muestra la variacion de la .
a0 oz -, - - 10
condicion de A para un triangulo arbitrario

(coordenadas aleatorias) en funcion de un .
parametro de escala igual a Fact*L 10”
% 1010
10°
10°
10*

102 --4 -2 0 2

10 10 10 10

Fact
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Elemento P5 - Desarrollo del MEF para Stokes

) | 2p
OX0
Vu, =1 a@X =9 y
op G ¢
= 2
,uj Vvi~Vuidx:j v, f, dx S A G ¥ Loy )
Q Q 2
_%¢ u,) |_%¢
OX X ox?
VUZ = a@x > = ,
M| |_O
oy oxy |

(X, y) = Z Cijx'iy’j =Cgo +CoX +Cop Y’ +CooX* +Cy XY +Cppy"* +---= p' (X, Y)C, V(X y)eK
0<i+ j<5
e ii-1

_C__Xr(i—Z)yrj :ic +£C X'+£C Xr2yr+.”:
aXZ L L ] 20 30 L2 21

L L

— 2 T
=_O O O % 0 O %X' %yr 0 OlL_§X12 %X’y’ L_zzyr2 0 O %XIS’ 1L_§X12yr %X!yfz L_22y13 0 OJC:(gXEj c

-

52 B ' ' ' 1, ' ' 12,1 1, ’ 82
(P:_O 000%00 2x 2y 00 L_’°’2x2 =Xy %yZZ 00 §x3 %x2y %Xy2 §y3 OJC:L@X@@) c

12 1 2 &

;
S7=[00000%0 0 Fx &y 00 Fx® ExXy #y? 0 0 Fx° Ex?y Exy? 2y”] c:(—p] C
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Elemento P5 - Desarrollo del MEF para Stokes

2 2 2
y_[ Vv.-Vu. dx = ,uj Vv -Vu, + Vv, -Vu, dx y_[ Oy O'p +28W Op awa dx VyeW
OX? OX? axéyaxay oy® oy’
Usando
2 ) 2 2 2 \T 2. \T
OV ¢ (a—fj:’PTLAT Ea—f) 5_420:(5_5’] C:(a_f) AL
OX OX X X OX X
azw:CT[azp):qﬂLAT(ﬁzpj 82¢: o°p TC: o°p TA_1L¢
OXoy OXoy OXoy oxdy | oxoy OXdy
o0’y o°p L[ 0%p 2 2 T 2, \T
& =c' [Wj WTLATL_Z ZTZ) (2—;) C:(ﬁ_gj Al @

y teniendo en cuenta que los parametros W son arbitrarios, obtenemos:

2 2 T 2 T 2 2 T
K=ulA™ [ [ZREP 50 PO TP gy A= L AT o p |AL
Ql Ox° OX OXOy OXoy 8y oy°

no nulos Gltimos 18x18 (primeros tres termlnos constante, lineal en x,y, nulos)
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Elemento P5 - Desarrollo del MEF para Stokes

Si introducimos la hipotesis cinematica siguiente (calculo de derivadas en el

punto medio a partir de las derivadas en los nodos vértice):
- :

¥ 000mn, n, O n, n, 0 00000O0O0OO0 O
23 | _ n23x 2 n23y 2 n23x 3 n23y 3 _1
oy = > Q.+ > @, + > q)’x+7¢’y _EO 00 0 ny n, O Nygy Ny, 0O 00 0O0O0OOGO 0D,
o 000mnNn, O ngn, O n, 00000O0O0O0O0D
' N1y (03 +n31y (03 +n31x (Pl +%¢1
| 2 2 Y 2 2 'y)

(/)12

(0?13 =Do,,

(031

podemos luego expresar la matriz de rigidez de 18x18 (con grados de libertad
solo en los vertices) como:

K=uB"PB

18x18 (4:21121) D3><18

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 23

siendo:



S L

f oo
S
M\\V[V‘V/VJJ/V///V//»/ ~

7 e N

0.8

\\\w\v¢/v///v/v/////
“Mﬂ\vl/v/////////
\\\Hrv/v/////////
\\\H/v/////////

NN N NN N YR

S

0.6

0.4

////)Q‘\
NN N N~~~ — e oy s

NN N S S s~ — oy

0.2

VNN N N N S o~ s s

N~

w\\\\\\\\\«@‘,‘/‘,//////////,

//fA’A’hI\Al\A\\A\\A\\A\ — = = -

«x\\\\\\\\\\@(.////////////‘

///7?A’7ll\ll\h‘ll\l\b\ — - — -

Nosow

01.

1.2

Ejemplo: Flujo en una Cavidad Cuadrada

1) Elemento sin escalado ni traslacion

N
\

&

|

¢

N
/
/
/

e

/

/
T
\
\

N
/
v
P

/
T
T
x

24

Malla 30x30x2 triangulos
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Malla 10x10x2 triangulos
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Cavidad Cuadrada

jo en una

Flu

1) Elemento sin escalado ni traslacion
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Ejemplo: Flujo en una Cavidad Cuadrada

2) Elemento c/escalado
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Cavidad Cuadrada

Jo en una

Flu

Ejemplo

2) Elemento c/escalado
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Ejemplo: Flujo en una Cavidad Cuadrada

Funcion linea de corriente (70 x 70)

X 10

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Flexion de placas elasticas

Consideremos una delgada placa elastica P, YS@L“E ;

cuya superficie media esta dada por el
dominio QcR?, sujeta a carga transversal f. t

Se desea determinar
— deflexidén transversal u

i %
— momentos M, 1,]=1,2. 0&‘90'
Los momentos estan definidos: &
h
M, = J‘f 5,2 dz M,,M,, Momentos flectores
7% M, , M, Momentos de “twist”
Convencion de signos para rotaciones A
A X3
6,=-0,=u,
0,=0,=u, o, 0,
P <€ —DD
X
Y
0
1'./
Introduccion al Método de los Elementos Finitos 29



Flexion de placas elasticas (cont.)

« El problema esta gobernado por

M =T en Q Ecuacion de equilibrio
U= Z—U =0 sobre I', CB empotrado

n
u=M_=0 sobre I', CB simpl. apoyado

M, =Q(M)=0 sobreI’, CB libre

Q(M) =M, n + al;*“ Fuerza de corte o transversal

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Flexion de placas elasticas (cont.)

Ecuaciones de clausura

— Asumiendo pequerias deflexiones y material elastico lineal, la ecuacion
constitutiva (ley de Hooke) toma la forma

M, = AAud; + uy; AueR constantes
2
curvatura

- =U. =
AT o

— Las constantes Ay « dependen del modulo de elasticidad E y del coef. de
Poisson v, asi como del espesor de la placa h, de acuerdo a

Eh? vEh?®
i = —— lL[ = >
12(1+v) 12(1-v°)

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 31



Formulacion variacional del problema de flexion de placas elasticas

1. Adoptamos el espacio V = {v ve H*(Q), v=

@:O enl",, v=0 enl“s}

on

2. Hacemos oV oV
[ fvdx = J' M ;vdx iz att
= M M ov Mo tn ov

fvdx_—_[ M, ¥ ,dx+j M ;nvds il Vi = Mhiy =+ MGy =

i M ov M ov
o deXZ. dX I MIJ J dS+J- MIJ JnIVdS — "Vl 6” nt ot
[ fvdx=[ M,z (V)dx—[ M —ds— M —ds+ M. .nyvds
Q Jo M2y (V) IF " on L " ot IF e Integracion
, , , ov cOM por partes
fvdx=[ Mz, (dx—[ M, %ds+.FTvds+LMu nvds (e
. 0 . oV . M
QdeX_.QMijZij(V)dX_.rMnn%ds_k.r(Mij,jni+?j\/ds

jQ fudx = jg(muaij + 1y ) 2 (V)dx = jQ[MuAH 147 (U) 7 (v) | dIx

L)

a(u,v)
Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Formulacion variacional del problema de flexion de placas elasticas
(cont.)
« La forma variacional del problema de flexion de placas elasticas resulta

(V) HallarueV/a(u,v)=L(v), VYveV
con: a(u,v):jg[iAuAv + 1 (U) 75 (V) | dx
L(v)= jQ fvdx

VZ{VZVEHZ(Q), v:?:o enl",, v=0 enrs}
n

— La forma bilineal a(.,.) es en general simétrica y continua.

— Ademas, a(.,.) es V-eliptica si ' >0, i.e., si la placa esta empotrada a lo largo
de una parte de su borde.

— Laforma lineal L(.) es continua.

> Introduccién al Método de los Elementos Finitos 33



Formulacion variacional del problema de flexion de placas
elasticas (cont.)
« Definiendo:

ou
. _ - _ _
8)2(1 A+u A 0 X 1 1-v
K(u)=< 8_1: > D= 4 A+u O :L 1-v 1 0
X2 ) 12(1-v?) o o v
e 00 4 _ A
| OX0X, |

expresamos la forma bilineal matricialmente:
a(u,v):jgx(u)-Dx(v) dx

« Ahora se puede formular el MEF para el problema de flexion de placas
elasticas usando el elemento C!-continuo ya descrito.

> Introduccién al Método de los Elementos Finitos 34



MEF no conforme aplicado al problema de Stokes

Consideremos el problema de Stokes en QcR?. Luego:

Vz{v:v:(vl,vz) e[H})(Q)Ty 22+2z2 =0en Q}
2

Si Q es simplemente conexo (i.e., no contiene agujeros), divv=0 en € si y solo si

V= [ P ,— 8goj = rote para alguna funcion .
oX,  OX

@ - funcion de corriente del campo de velocidades v.
0sea: veV <V =rotp, pecH:(Q).

* Anteriormente, usamos un subespacio W, de dimension finita de HZ(2) (usamos

el elemento finito C!-continuo) y definimos  V, ={v:v=rotp, peW,}.

Probaremos ahora un elemento cuadratico NO CONFORME (o sea, no verifica
que V,c HZ(Q) !

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 35



Elemento de Morley - Desarrollo del MEF para Stokes
Consiste en un EF triangular con polinomios cuadraticos. El campo @(X, Y) sera
aproximado por
p(X,y) = Z G x''y") =Coo +(310X'"'001)"4‘(320)(’2 +011X'y'—|—C02y'2 =p' (X, Y)C’ V(x,y)eK

0<it j<2
con: x = x—on Y= y_LyO L : longitud caracteristica de elemento
(%o, Yo) : centroide del elemento
p' (X, y):[l Xy x? Xy y? c=[Cu Co Cu Co Cu Col

1
L= Zmax( (=5 + (5 =) 0= + (=1 (=) + (1 -%:)' )
Para el calculo de los coeficientes ¢ expresamos primero el valor del campo en los nodos

i 2 2 k
P(X, Vi) = Z Cin||< Vi =Cpy +CoX, +Cor Yy +CooXy +CX Y +C Yy =@, k=123
0<i+j<5

Obtenemos asi tres ecuaciones con 6 incognitas:
[1 X, Yo X XY, yf] C=¢" k=123

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 36



Elemento de Morley - Desarrollo del MEF para Stokes

Las ecuaciones restantes se obtienen calculando la derivada normal en los puntos medios de

los lados:
0, (01 0 2x, ¥, 0)+n, (00 1 0 x,2y,) | (Lg?
N (01 0 2% vy 0)+n, (00 1 0 Xy 2ys)|Cc=1Le?
0, (01 0 2%, vy 0)+ny, (00 1 0 x,2yy) | (Lo

Matricialmente, el proceso realizado puede escribirse:
Ac=L® —> c=A'LD

.
@' :[(Pl o 9 9, Py (P,?;mlj c=[Cqo Co Cu Cx Cu Cyl
L=diag[l 1 1 L L L]
) (e
Vu, = ox 246i6y>
Op )|
— Ay oy 2
y_[QVvi-Vui dx__“Qvi f, dx yo) oY N L O
(2 () | 2
e ?
X vu, ;J( . 82( >
T _ O
o) | oxoy

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 37



Elemento de Morley - Desarrollo del MEF para Stokes

(X, y) = Z G x"y"! =Cgo +CioX +Cop Y +CpoX* +Cy XY +Cpy"* = p' (X, Y)C, v(x,y) e K.

0<i+j<2
a Yooy lo o Lo X 2L
u=-=+- 68y ¥:< . > = 1 |— 2 , L ’ L
_op _ Lc..x’(i_l) '] 0o —= ey 0
ax,LZL” y,\_ L L L |
G(x'y)
0’ L1-1_ i), 2
8X2: ITCin y'=f00 0 — 00 C—PC20
2
a9”:[0 000 % O}c=izcll
oXoy L
2
a—z{o 0 00O %} c—%c02
oy L L

ijVvi -Vu, dx=ij(Vvl-Vul+Vv2 -Vuz)dx=y_[g(

0%y 0% L9 o’y 0 N 0%y 0%

c=G(X,y )AL

Las velocidades se calculan
en post-tratamiento (no son
variables primales). Ejemplo:
en el centro del triangulo

OX? OX?

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Elemento de Morley - Desarrollo del MEF para Stokes

2 2 2 2
,uj Vvi-Vuidx=yj (Vvl-Vu1+Vv2-Vu2)dx:y_[ 0g2ya(£+28w Oy awa dx VyeW
Q Q @ OX® OX axayaxay oy* oy°

Usando:
2 2 2 2
OV _¢r (a—fj YT LA Ea—f) 9 ( ] —p AL
OX OX X x| ax ox’
Oy =cT[82p)=qﬂLAT(azpj dp _(&p) c= A‘1L¢
OXoy OXoy OxXoy oxoy | oxdy ax
o’y +(0°p [ 0%p 5 20 2, \T
—c¢'| X |= il il p o’ p _
8y2 C [5)/2 v LA 5y2 8—)/(5:(6—)/2} C:(—2 A'L®
y teniendo en cuenta que los parametros ¥ son arbitrarios, obtenemos: )
0 0
2 2 T 2 2 T 2 2 T 4 O 0
K=ulAT [ [TRIP 0P IP TPID Iy gty = KA ALA,
al ox° ox OXOy OXoy  oy® oy’ L 0 |0 20
no nulos uItlmos 3x3 términos O O 4

donde A, es el area del elemento.
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Ejemplo elemento de Morley — Cavidad cuadrada
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Ejemplo elemento de Morley — Cavidad cuadrada
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Ejemplo elemento de Morley — Cavidad cuadrada
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Desarrollo subelemento 10gdl
Aproximacign de la geometria: polinomios lineales

X:F(é:):ngk(‘f) a*, fek
I N N
(52 = 652
0| [1-6-6,
ox  oOF 300 k
=— (&) =) =) x
Jg; 0g, a1 06
Kl
(OF, OR | 0y
_OF 105 05| X X X || 0g,
J(é)—&f(é)—@ oF, {yl y2 y3} o
| 04, 04, | 0y
| 04,

o9
05,
09,
0,
09,

05, |

F()?):{

Fl(f)}
F(¢)

|

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Desarrollo subelemento 10gdl (cont)

(y'-y°) —(XZ—X)] b, a,
(5)[ { } donde 2A=detJ
2A 1_ 8 2A| b, a,
> 2y -y) (K- ’ (doble del area del
N triangulo)

ZA:detJ:(xl—x3)(y2—y3)—(x2—x)(y y) a,b —ab,



Desarrollo subelemento 10gdl (cont)

Aproximacion del campo: polinomio cubico completo
w(¢) = Z Cijgliézj =Cyy +Co&y +Cpybp +Cpby +Cu&y & +Cp&y +o = P (51 ¥ ) ¢, V(5.6)€ K

0<i+j<3

p'(&.8)=|1 & & & && & & -]
C=[Cp Co Cp Cp Ci Cp Cy Cy Cp Cy ]T
Para el calculo de los coeficientes ¢ expresamos el valor del campo en los
w(x)=w(E)= Y c;(& )i (& )j =Coy + Cio&l +Cony +Cpo (& )2 + bl E + e, (& )2 4o =W,

0<i+j<3

E ) e ey

Obtenemos asi tres ecuaciones con 10 incognitas:

k=12,3.

11 01 001 0 O O s
1 01 001 000 1]|c=|w
1000 0O0O0O0O0TO O we




Desarrollo subelemento 10gdl (cont)
Calculando luego el valor de la derivada respecto de x en los

nodos, logramos tres ecuacionesimas:
o | ow[ | a¢ oW 1] 1 ow
w, (X") = ar T ~| Az T }:_Lbl sz_
Elu ) Xl (0F|la) 2a|b,| 2A o0&

X &

ék

OW i op'
g(f) - Z : Ciij1 1521 =Cyp +2C58 +Ciyéy +70 = %c
0<i+j<3 ?
! ) ]:l' ) V(é]_ 152) € K
op

ow , . C i
—(X)= Z JCijél 211:001"'01151 -|-2C02.§2-I—---=£C

afg 0<i+j<3 2
o

8¢, _{o 1025 &0 38 286 & 0 }C
w | 0010 ¢& 20 & 25 3

Evaluando ambas derivadas (respecto de x y de y) en los nodos:

A} o] o]

Obtenemos seis ecuaciones con 10 incognitas:



Desarrollo subelemento 10gdl (cont)

_1WX, 1WVu ?_WX, ?_WVu 3WX, 3WV,. _ |

| 1WX, S X >m X @ >
1
o

- =3

O OO0 m o o
| |
O O 4 O O O S S
O OM M O O
O 4 O O ©o o
o o g 3 o o
Mm O O O o o
O 0o N o o o 8 o o o o
O d 4 O O O blnwu.
M M O O O O
N O O O o o
S o
©O 4 © +4 O O O N N O O
— O 4 O 4 O
e o d o o
© O O © o o
[ 1 blal_
OOOOleW_ b2a2b2a2b2a2
oo & o o g d oo d o o
O O O O o o
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Desarrollo subelemento 10gdl (cont)

Finalmente, evaluando la derivada respecto de la normal en el punto
mtermedlo entre los nodos 1y 2

W,n(X“)——( b b J+nla a2

12

1 oW
anxbl +na  nb,+ nyaZJ§ = w"

86 g g
r-]x 1 yz_yl 2 2
= = — /6 _ f— -
n {ny} ﬁlz{xl—xz} 2= =%) + (% .)
Do ) )
e 01 01 1 0 311 0
oa | 2 4 2 4
(] 001010 13
_862_(11j ) 2 4 2 4

2'2

Obtenemos asi una décima ecuacion:

1 d,+d 3 d+d d+d 3}C:le

0 d d, d =—2 d, =d, =2+-2 142 —(
%Q—q@{ Pt 2 47 2 4 4 2 4°
donde:

d,=nb-+na; d,=nb,+na,.

>




Desarrollo subelemento 10gdl (cont)
Reordenando ecuaciones, tenemos el sistema:

2A 2A 0 2A O 0 2A 0 0 0
0 b b 2o b 0 3o b 0 0
0 a a 2a a, 0 3 a, 0 0
2A 0 2A O 0 2A 0 0 0 2A
L]0 B b0 b2, 0 0 b 3b,
AC:ﬂ 0 a a O a, 2a O 0 a, 3a, | C=
2N 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 b b 0 0 0 O 0 0 0
0 a a 0 0 0 O 0 0 0
0 d d, 6 L*% g 34 4, b 4,4 3,
B 2 4 2 4 4 2 4 °]

La matriz A puede invertirse analiticamente y calcular asi las

funciones de forma:
0(&.5)=p"(&.5)4"
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Desarrollo subelemento 10gdl (cont)
Se obtiene:
(¢1(‘§1 2153

P2(S11:62:63 ) =
C1152163 ) =

L (3-24 )+6u8 &8,
~&7 (8,8, — a8 )—(aut — 1) & 6,4,
&7 (&, —0,8 )+ (bt —by) & &6
=& (3-24,)+648 &4,
=-&(as -8 )+(ah—8,) & 5,8,

A

NN

,‘\‘D“

Ta
\/\/\_/v\_/\_/\./\_/v

05 (&.5.5) =& (b8 -b& )-(b4 —b,) & &4,
o (8.8,.8)=8(3-25)
o(&.5.8)=—¢ (a8 -as) donde: y:
0y (&.8.86) =8 (bE -b&) bBEind Selag
20(60506 ) =4HE 54 PR
d, +d,
Se adjunta a continuacion codigo de H, = d1_+1d2

C@nanipulacion simbdlica para calculo



clear dpxil = subs(pxil,{xi1,xi2},{0,1});

syms x1 x2 x3 y1 y2 y3 real dpxi2 = subs(pxi2,{xi1,xi2}{0,1});
syms xil xi2 positive C(5,:) = bl/(al*b2-a2*b1)*dpxil + b2/(al*b2-a2*b1)*dpxi2;
phihl = xil;
phih2 = xi2; dpxil = subs(pxil,{xil,xi2},{0,0});
phih3 =1 - xil - xi2; dpxi2 = subs(pxi2,{xi1,xi2},{0,0});
C(8,:) = bl/(al*b2-a2*b1)*dpxil + b2/(al*b2-a2*b1)*dpxi2;
AA =[x1x2 x3
yly2y3]; %
% dw/dx2 (akl,ak2) = [al a2]* dw/dxh (xi1"kxi2"k) = dwx1_k k=1,3
Dphih = [eval(diff (phih1,xil)) eval(diff (phihl,xi2)); %
eval(diff (phih2,xi1)) eval(diff (phih2,xi2)); pxil = diff(p,xil);
eval(diff (phih3,xil1)) eval(diff (phih3,xi2));]; pxi2 = diff(p,xi2);
dpxil = subs(pxil,{xil,xi2}{1,0});
J = AA * Dphih; dpxi2 = subs(pxi2,{xi1,xi2},{1,0});
C(3,:) = al/(al*h2-a2*b1)*dpxil + a2/(al*h2-a2*h1)*dpxi2;
J1 =inv(QJ);
dpxil = subs(pxil,{xil,xi2},{0,1});
% bl/(al*b2-a2*bl) <- J1(1,1); dpxi2 = subs(pxi2,{xi1,xi2},{0,1});
% al/(al*h2-a2*b1) <- J1(1,2); C(6,:) = al/(al*b2-a2*b1)*dpxil + a2/(al*b2-a2*h1)*dpxi2;
% b2/(al*b2-a2*b1) <- J1(2,1);
% a2/(al*h2-a2*bl) <- J1(2,2); dpxil = subs(pxil,{xi1,xi2},{0,0});
dpxi2 = subs(pxi2,{xi1,xi2},{0,0});
syms bl al b2 a2 nln2 real C(9,:) = al/(al*b2-a2*b1)*dpxil + a2/(al*b2-a2*b1)*dpxi2;
p=1 %
fori=1:3 % dw/dn = [n1 n2]*[ dw/dx1(a”{23}) dw/dx2(a"{23}] =
for j=0:i
p = [p xil”(i-j)*xi2*(i)]1; % 123 = sqrt((y3-y2)"2 +(x3-x2)"2);
end %n =[(y3-y2); -(x3-x2)]/123;
aend
(& ' dpxil = subs(pxil,{xil,xi2},{1/2,1/2});

% dpxi2 = subs(pxi2,{xil,xi2},{1/2,1/2});



C(10,:) =0, c1, c2, cl, (c1+c2)/2, c2, 3*c1/4, c1/2 + c2/4, c1/4 + ¢c2/2, 3*c2/4];

Cinv = inv(C);

phil = p*Cinv(;,1);
phi2 = p*Cinv(:,2);
phi3 = p*Cinv(;,3);
phi4 = p*Cinv(:,4);
phi5 = p*Cinv(:,5);
phi6 = p*Cinv(:,6);
phi7 = p*Cinv(;,7);
phi8 = p*Cinv(:,8);
phi9 = p*Cinv(:;,9);
phil0 = p*Cinv(:,10);

syms mu3 lam3 xi3 b3 a3 H3

philFel = xilA2*(3-2*xil) + 6*mu3*xi1*xi2*xi3;

philFel = subs(philFel,mu3,cl/(cl+c2));

philFel = subs(philFel,xi3,1-xil-xi2);

errphil = simplify(phil-philFel)

phi2Fel = - xil"2*(a3*xi2-a2*xi3) - (a3*mu3-al)*xil*xi2*xi3;

phi2Fel = subs(phi2Fel,a3,-al-a2);

phi2Fel = subs(phi2Fel,mu3,cl/(cl1+c2));
phi2Fel = subs(phi2Fel,xi3,1-xi1-xi2);

errphi2 = simplify(phi2-phi2Fel)

phi3Fel = xi1"2*(b3*xi2-b2*xi3) + (b3*mu3-b1)*xil*xi2*xi3;

phi5Fel = - xi2"2*(al*xi3-a3*xil) + (a3*lam3-a2)*xi1*xi2*xi3;
phi5Fel = subs(phi5Fel,a3,-al-a2);

phi5Fel = subs(phi5Fel,lam3,c2/(c1+c2));

phi5Fel = subs(phi5Fel,xi3,1-xil-xi2);

errphi5 = simplify(phi5-phi5Fel)

phi6Fel = xi2~2*(h1*xi3-b3*xil1) - (b3*lam3-b2)*xi1*xi2*xi3;
phi6Fel = subs(phi6Fel,b3,-b1-b2);

phi6Fel = subs(phi6Fel,lam3,c2/(c1+c2));

phi6Fel = subs(phi6Fel,xi3,1-xil-xi2);

errphi6 = simplify(phi6-phi6Fel)

phi7Fel = xi3"2*(3-2*xi3);

phi7Fel = subs(phi7Fel,xi3,1-xil-xi2);

errphi7 = simplify(phi7-phi7Fel)

phi8Fel = - xi3"2*(a2*xil-al*xi2);

phi8Fel = subs(phi8Fel,xi3,1-xil-xi2);
errphi8 = simplify(phi8-phi8Fel)

phi9Fel = xi3"2*(b2*xil-b1*xi2);

phi9Fel = subs(phi9Fel,xi3,1-xil-xi2);
errphi9 = simplify(phi9-phi9Fel)

philOFel = 4*H3*xi1*xi2*xi3;

philOFel = subs(philOFel, xi3,1-xil-xi2);



