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Espacios de Hilbert

1. En formulaciones variacionales para solucion de BVP, trabajaremos con
espacios V mas grandes que los vistos hasta ahora, llamados espacios de
Hilbert. Se dotara a V de varios productos escalares determinados por el BVP.

2. Sucesion de Cauchy: sucesion Vy,V,,...,V, € V que verifica
Ve>0,3IN eN/|v,—v/||<esii, j>N

La sucesion de Cauchy converge a v si|v—v,| —0 cuando i — o

3. Espacio de Hilbert: Es un espacio lineal V, equipado de producto escalar y
norma asociada, completo (o sea que las sucesiones de Cauchy convergen
respecto de la norma del espacio).
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Espacios de Hilbert: ejemplos 1D

Espacio L,(I) de funciones de cuadrado integrable en 1=(a,b)

L,(I)= {v 'V esta definidaen |y jlvzdx < oo}

dotado del producto interno: (v,w) = jvwdx
|

y la norma: ||V||L2(|) :(va dx)% _ )

La desigualdad de Cauchy:  |(v,w)| < ||V||L2(,) ||W||L2(,)

Ejemplo: v(x)=x",xel=(0,1)
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Espacios de Hilbert: ejemplos 1D (cont.)
Espacio H'(1) en I=(a,b): H*(1)={v:v,v' e L,(I)}

dotado del producto interno: (v, w) jl(vw+vw ) dx

H' (1)

y la norma: ||V||H1(,) {L[VZ—I—(V') }dx} :|:(V’V)Hl(l):|

Espacio H; (1) en 1=(a,b): Hg (1) = {v veH'(I) yv(@) =v(b) = O}

N

Dado el problema modelo: (D) { oSG xel
u@)=u(b)=0
luego: (V) HallarueHy(1)/ (u',v')=(f,v)vveH(l)

Nota:

H; (1) es mas grande que el espacio V de funciones continuas con derivadas
continuas a trozos que veniamos usando.

— En MEF, la norma del error es simplemente la norma en H(I).
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Ejemplos funciones polinomiales a trozos

Funcion constante por tramos, discontinuagC®[0,1]  Funcion lineal por tramos, continua € C°[0,1]
1 1

f(x) eL,[01] f(x) eHL0,1]] (eL,[0,1])
05 I 05 /\\

o _ X 0 \
05 e 05 \ /

V4

-1
0 0.2 04 06 0.8 1 R 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Derivada de func.cte. por tramos discontinua Derivada de funcion linal por tramos continu:
15 * * b 10
. ! 1 ! f(x)eL,[0,1]
f(x)eL,[0,1] 5
5 = - .
5 + . B
-5 —
-10 1 1
% 02 04 06 08 1 =
: 4 . : 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X
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Espacios de Hilbert en QeRY, d=2,3

A
X2

e L,(Q)= {v :v esta definidaen Q y _[szdQ < oo}
— Producto escalar: (v, W):J'vadQ

— Norma: ||v||=(IQv2dQ)%

Hl(Q)Z{VZVE LZ(Q),%E L,(Q),i=1,...,d }

— Producto escalar: (v, w) —_[ (VW+Vv-Vw)dQ

H(©@) Ja

1
2

) =UQ(V2 +Vv-Vv)dQJ z[(V,V)Hl(Q)J

HA(Q) = {v:v e H{(@),v], =0}

— Norma: |v
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Espacios de Hilbert en QeRY, d=2,3 (cont.)

Dado el problema modelo (ec. de Poisson + CB homogéneas)

—Au=f en QQ
(D)
u=~0 sobre I

luego: (V) Hallar u e H(Q) / ijU-deQ:jQ fvdQ  vveH:(Q)

a(U,V) = (f ,V)
0, equivalentemente:

1

(M) HaIIarUEHt(Q)/Ea(u,u)—(f,u)g%a(v,v)—(f,v) Vv e Hy (Q)

F0) < FO)

Nota: (V) se dice la formulacion débil de (D), y la solucion de (V) es la
solucion débil de (D). Esta no es necesariamente una solucion clasica de (D).
Para que lo sea, u debe ser suficientemente regular de modo que Au esté
definida en el sentido clasico.
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Interpretacion geometrica del MEF

Consideremos el BVP de difusion-reaccion con CB homogeéneas:

—~Au+u=f en Q
(D)
u=0 sobre I
(V) HaIIarUEH%)(Q)/JQVU-VdeJeruvdS%:JQfdeJ vV e H (Q)
(u,v) = (f,v)

(U, v) =(U,V), 1,

Sea V,, un subespacio de dimension finita de H; (Q2) . EI MEF
aplicado al problema de difusidn-reaccion da: \

(V,) Hallaru, eV, /{u,,v)=(f,v) WwveV,

Tomando v e V, = H; () en (V), (V)—(V,) resulta:
(U-u,v)=0 VveV,

La solucion MEF u,, es la proyeccion con resp a<.,.) de

la solucion exacta u sobre V,, 0 sea que u,, es el

elemento de V\, mas proximo u con resp a ||.|[z ), 1.€.:
”u — Uy ”H%(Q) ~ ”u _V”H%,(Q) VeV,
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CB naturales y esenciales

Consideremos el BVP de difusion-reaccion con CB Neumann: x.}
(—AU+U = f en Q
D) <«
(®) u = sobre I
L 6n
(V) HallarueH'(Q)/
jQ(Vu-Vv+uv)dQ _[ fde+_[ gvdF vv e HY(Q) X
<U’V> — (f V) (g’V)r

(M) HaIIarUEHl(Q)/F(u):Ea(u,u)—(f,u)—(g,u)rSF(V) vv e HY(Q)

« La CB Neumann, gue no necesita ser impuesta explicitamente sobre u, se
denomina CB natural.

 La CB Dirichlet u=u, sobre I', que debe ser satisfecha a priori por u, se conoce
como CB esencial.
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Problema continuo en forma abstracta

Objetivos:

— Dar un tratamiento unificado a muchos problemas de la Mecanica y la Fisica,
a fin de no repetir el mismo argumento en distintos casos concretos.

Entender la estructura basica del MEF.

Los ingredientes de una formulacién abstracta son:

1.

Un espacio de Hilbert V, con producto escalar (.,.),, y norma ||.||,, donde se busca
la solucion.

Una forma bilineal a:VVxV—IR, determinada por el problema (eliptico) a resolver,
t.g. VuyveV: a(u,v) =a(v,u) (simetria)

3y >0/ |a(u,v)|<y|ul, [v], (continuidad)

Ja >0/ a(v,v)= a||v||f/ (coercividad o V-elipticidad)
Una forma lineal L:V—R, determinada por los datos del problema, continua, i.e.,

32> 0/|Lv)[< AV, WveV
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Formulacion abstracta del MEF para problemas elipticos (cont)

(M) HallarueV/F(u)= mi\p F(v), conF(v)= %a(v,v) —L(v)
(V) HallarueV/a(u,v)=L(v), VYwveV
Teorema: (M) y (V) son equivalentes, i.e., u satisface (M) si y solo

si u satisface (V). Ademas, 3lueV, vy se verifica la estimacion de
estabilidad

A
ol <2
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Formulacion abstracta del MEF para problemas elipticos (cont)

Demo. (M )=>(V ): seaveV y <R arbitrarios. Luego, u+eveV, asi que
Fluy <Fu+ev), VeeR
\ﬁ/_J

gd(0) < g(¢) = gtieneun minimoen ¢=0

Siendo g(&) = %a(u +&V,u+¢&v)—L(u+ev)

1 £ £ e
:Ea(u,u)+Ea(u,v)+Ea(v,u)+?a(V,V)— L(u) —eL(v)

— %a(u, u)—L(u) +ea(u,v)—eL(v) +g—22a(v, V)

luego 9'(¢) =a(u,v)—L(v) +e&a(v,V)

Como g tiene un minimo en 0, debe cumplirse

g'(0)=a(u,v)-L(v)=0 (V) (QED)
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Formulacion abstracta del MEF para problemas elipticos (cont)

Demo. (V )=(M): dados u (solucion) y w (arbitrario) en V, u+weV, asi que

F(u+w)=%a(u +W,U+w)—L(u+w)

1 1 1 1
:Ea(u,u)+Ea(u,w)+za(w,u)+§a(W, w) — L(u) — L(w)

=%a(u u)— L(u)+a(u w) — L(w) + ;a(w w) > F(u), (M) (QED)

v 20 (V) >0
=F(u)
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Formulacion abstracta del MEF para problemas elipticos (cont)

Demo. estimacion de estabilidad:

a(u,v) =L(v) vveV
A
allull, <auu)=LW < Aul, = Jul,<>  (QED)
V-elipti(;irdad dea Continu?aad deL

Demo. unicidad: supongamos que u,,U,eV sean soluciones de (V)

a(u,Vv)=L(v) vveV
a(u,,v)=L(v) vveV
= a(u-u,v)=0 vveV

Definiendo u=u,—u,, llego a un nuevo BVP con L(v)=0 V¥ veV, i.e. 4=0. Luego:
Estimacion de estabilidad |jul, =0 = u=u,-u,=0 = u=u, (QED)
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Estimacion del error de discretizacion

« Sea V, un subespacio de V, con dimension finita M, y sea {¢,, ¢,,..., Py}
una base para V,, de modo que toda veV,, puede representarse

M
V:Z%Ui’ m eR
i=1

« Usando V,, obtenemos los problemas discretos analogos a (M) y (V):
(M,) Hallaru, eV, I F(u,)<F(v), VveV,

(V,) Hallaru, eV, /a(u,,v)=L(v), VveV,

— Como ¢; eV, :>a(uh,goj) L(e;), 1—12 .M

— Como u, €V, :>uh—2(0,§,,§ ER:Za((pi,ng)g L(p,), j=12,...M

i=1

— Forma matricial de (V,): |Ag =b| con Aj :a((/)i,gpj), i =L(o;)-
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Estimacion del error de discretizacion (cont)

- Dado que a(.,.) es simétrica: a(g, ;) =a(p;, @)= A = A,
= la matriz A es simétrica
« Dado que a( ) es V- eliptica'
2 .
a(v,v) = a(Z o1, Zw,n ) ZZn.a(cDi ), =n-An=al|V||, >0siv=0 (n=0)
i=l j=1
Ia matriz A es positiva definida
= la matriz A es no singular

= 31/ A =b = 3lu, €V, solucion de (V,)
Ademas, u, €V, verifica la estimacion de estabilidad ||u,, ||, < 4
(94

Demo.: a(u,,v)=L(v) YveV,
allu,If, <a(u,,u,) =L(u,) < Al

V—eliptic?ifdad dea Continu}aad de L
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Estimacion del error de discretizacion (cont)

« Teorema: Sea ueV la solucion de (V) y u,eV,cV. Entonces:
u-u, <Zu-vl, eV,

 Demo.:
1. usolucion de (V) =a(u,w) =L(w), Vwe V, cV
u, solucion de (V,) =a(u,,w) =L(w), Vwe V,
Restando: a(u—u,,w)=0,vVweV,
Sea w=u, —Vv, conV eV, arbitrario.
Operando: au—u,|, <au-u,,u-u,) <— V-elipticidad de a

CARE S R

=a(u-u,,u—-u,)+au-u,,w)
=a(u—u,,u—u, +w)
Continuidad dea —>  =a(u-u,,u-v)<yfu-u, Ju-v|, (QED)

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 18



Norma de energia

Considerando
1. a(.,.)escontinua, i.e.,3y >0/[a(u,v)|< y|ull, [v|, VuveV
2. a(.,.) es V-eliptica o coerciva, i.e., 3o >0/a(v,v) >« ||v||f/ YveV
podemos definir una nueva norma llamada norma de energia:
||v||a1 = [a(v,v)]% . YweV
Esta norma es equivalente a ||.||y, i.e., 3 constantes positivas ¢ = +/a, C = \/_ tal que

cvl, <lvl, <Clvl, wvev

El producto escalar asociado a ||.|[, es (u,Vv), =a(u,V)

Verifica la desigualdad de Cauchy  |(u,v),| <|[uLIlV]],
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Estimacion del error de discretizacion en norma de energia

« Teorema: Sea ueV la solucion de (V) y u,eV,cV. Entonces:
u-u,l, <lu-vl, weV,
= Medida en la norma de energia, u, es la mejor aproximacion a u.

« Demo.:

1. usoluciénde (V)= (u,w), =L(w), Ywe V, cV

2. U, solucion de (V,) = (u,,w), =L(w), Ywe V,

3. Restando: (u—u,,w), =0,VweV,

4. Sea w=u, -V, conv eV, arbitrario.

5. Operando: |u —uh||§ =(Uu-u,u-u,),
=(Uu-u,,u-u,),+Uu-u,w),
=(U-u,u-u, +w),

Desigualdad =(U-U,u-v), <fu-u,| Ju-v]. (QED)

de Cauchy
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Ejemplos concretos

Ejemplo 1: sea V=H'(Q), Q c R’
a(u,v) = Ig(uv+Vu -Vv)dx

L(v) = jQ fvdx, feL,(Q)

En este caso, a(u,Vv) = L(v), Vv e H'(Q) es la forma débil del problema de Neumann
(D) —Au+u="f enQ, 8_u:0 sobre I”

on
Se verifica Vv,w e H'(Q)

« a(v,w)=a(w,v) = a(.,.) es una forma bilineal simétrica
2
H' ()

a(v, w)| <[a(v, v)]é [a(w, w)]% =|v|
L(v)|=] fvdx<|f

* a(v,v) =|v = a(.,.) es V-eliptica con a=1

wi| = a(.,.) es continua con y=1

H'(Q)
= L(.) es continua con A =||f

H'(Q)

v

L, (Q) L, () L, (Q)

~ Estimacion de estabilidad: [ull.: o <[ f]l. o

<|u-v

— Estimacion de error: Ju-u, H Q) i@ VVEWL
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 2: sea V=Hy(I), 1=(0,1), a(v,w)=] vw'dx, L(v)=[ fvdx

En este caso, a(u, w) = L(v), Vv e H (1) es la forma débil del problema:
(D) —u"=fenl, u(a)=u()=0
« Se verifica vv,we H (I)
a(v,w)=a(w,v) = a(.,.) essimeétrica
la(v, w)| < ||v’||L2(I) ||w’||L2(|) < ||v||H1(|) ||w||H1(|) = a(.,.) es continua con y =1

2

a(v,v) = a|v sy = a(..)es V-eliptica con o =1/2
IL(v)|= L fvdx<|f]_. vl , = L()escontinuacon=|f
e Luego:
— Estimacion de error: Ju=uplle, £2Ju=v],i, YVEV,

— Estimacion de estabilidad: ], <2[f]_,

Introduccién al Método de los Elementos Finitos
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Ejemplos concretos (cont. Ejemplo 2)

Demo. de V-elipticidad de a(.,.):
=0 .
V(X) = V(O) + V, (Y),dv Desigualdajj\ de Cauchy

\
1 1
2

Teorema: VveHY(Q), 3 cte. C >0 dependiente de Q, t.q.

v(x)| < j‘|v’(y) dy < jl- V| dy < Ulz dy]2 U(v’)2 dy)

L 11

vidx < _f
0 00
1 1

0 0

:vzdx+:(v’)2 dx < Zj(v’)2 dX (QED)

0
Mt oo

IVIE, ) < C(IMIE ) +IWVIE, o)) Desigualdad de

Para Q=I=(0,1), v(0)=0, resulta C =1.

Poincaré-Friedrichs

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 3: sea V=H;(Q), Q = R?, a(u,v):_[QVu -VvdQ, L(v):_[Q fvdQ.

En este caso, a (u,v)=L(v), Vv e H; () es la forma débil del problema de Poisson
(D) —Au=fenQ, u=0sobrel’

*  Se verifica vv,w e H; (Q)

a(v,wy=a(w,v) = a(.,.)es simétrlica )

Notar: ||Vv||L2(Q) = (L}VvVde)E < (IQVZdQ+ _[QVV-Vde)E =||v||
la(v, w)| < [Vv Vw

HY(Q)

= a(.,.) escontinuacon y =1

L, (Q) | L, (Q) H () | H'(Q)

a(v,v) :_[ Vv-VvdQ > C‘l_[ v’dQ, CeR" <« Desigualdad de Poincaré-Friedrichs

(C+1a(v, v)>f v2dQ+I Vv- Vde = a(.,.) es V-eliptica, con o = (C +1)™

=1/a

Hl(:z)

IL(v)|= JQ vdQ<||f] oIVl = L()escontinuaconi=|f|_
- Estimacion de error: i S(CHYJu=v],, VveV,
«  Estimacion de estabilidad: ||u||H1(Q) (C+L[ ] o
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Ejemplos concretos (cont)

4

Ejemplo 4: (D) 3—“— f enl=(0,1), u(0)=u'(0)=u@)=u’'(d)=0

Xt
Definimos los espacios H?(1)={v:v,v',v" e L, (1)}
H3 ()={v:v e H?(1),v(0) =v'(0) = v(1) =v'()) = 0}
con norma ||V||H2(|) ={L[v2 +(v’)2 +(v”)2}dx}2

La forma débil del problema (D) consiste en hallar u e V=H; (1) tal que
Lu”v”dxz_fl fvdx  wveH(l)

a(u,v) =L(v)
a(.,.) es una forma bilineal y simétrica

4

la(v, w)| < [[v"

W

L, (1) | L, (1) = ”V”H2(|) ”W”Hz(,) — a(.,.) es continua con y:l

a(v,v) = o ||v||2H2(|) = a_[l [vz +(v') + (v”)Zde = a(.,.) es V-eliptica con a=1/3

L(.) es continua con A =||f

Lo (1)

Luego: HUHHZ(I) <3|f HLZ(I) Ju- uh”HZ(I) <3|u _V||H2(I) VeV,
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 5: Consideremos el problema bi-armonico:

(D) Au=fenQcR’ d=123, u:%:OSobreF (A’u=A(Au))

+ Definimos el espacio H*(Q)={v:v e L,(Q), D*ve L,(Q),| a <k}

con norma V], =\/Z I(DO‘V)2 dQ

lal<k &

ol
donde D%y = 0"V

, a=(a,o,)|al=0,+a,;a,a,=0,1,2,
« La forma débil del problema (D) resulta:

Hallar u e Hg(Q):{v:v e H*(Q),v = ? =0 sobre F}, tal que
n

=0 =0

- . , y
(V) _[Q deQ:IQAzude:—IQV(Au).Vde+ F%(Au)vdrzJQAU.Avdf%—J‘FAu%
> =a(u,v)

Introduccién al Método de los Elementos Finitos 27
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Ejemplos concretos (cont. Ejemplo 5)

Elipticidad requiere :

a(v,v) 2 &M o

Davzax%axaz’ a=(a,a,), |al=a,+a,; a,a,=012,...
1 2

=2 = a={(2,0);11); 11);(0,2)]

Dav_ aZV ] aZV . azv . azv _{V oy }
axlz axg | 8X118X§ ’ axllaxé ’ 8x1°6x22 110 B120 120 7,22

j(Dav) dQ = j 11v222)dQ
=20
Por otro lado:
ov 0%V ovY oo (o) @
AV)?dQ = == +2 + dQ =|(v2 + +v2. ) dQ
[ran-[[ 262 ao g[[(@xf) o o (a” e 2)

O sea, que se genera un problema para establecer las desigualdades en derivadas segundas
para luego aplicar Poincare-Friedichs
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Ejemplos concretos (cont. Ejemplo 5)

Demostraremos la identidad :

—J'(Av) dQ = ZI(D“V) dQ+J' ( )Zdr Vv suave t.g. vl =0.

=2 0

lAV]

Ly (Q)

D) Aplicando Green R

X,

XY _I(Av)de_. v.v . dQ=

Lo (Q) A1
Q

—[vv.ndr=[vv. dQ=

N T J il
r Q

:.(vv N —V,v;n; dl“+_[vv dQ

iYL NI
r X

Cambiamos coordenadas en un punto del contorno. El borde, localmente,
resulta x; =g(x;) ycomo v =0 — v(x,g(x))=0 entornoax; =0

El vector tg a la curvaes : po_ 1 {1}
J1+g? (9
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Ejemplos concretos (cont. Ejemplo 5)

Como:  V|.=0 — v(x,9(x))=0 entornoax; =0
Luego: Dyv=0 — v,+v,g'=0

t

Ademas: D, (v, +V,9')=0 = Vv, +2V,0+V,,(g") +v,9"=0.
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Ejemplos concretos (cont. Ejemplo 5)

Al ser g'(0)=0 y por definicién: g"(0)=1/R
V’l(O,O):O’
v
V,11(01O):—V’2g":_;R2

Por Gltimo, siendo n=(0 -1)' en x=(0 0)

ViV N =V VN = =W,V 4V, = -V, (v,11 +v,22)+v,1v112 FV,V 0 =—V,V,, = -
0
con lo cual logramos
_ . (Da )2
ViiVii = ViV TVaoVip £V Vo £V Vo = Z v
|a|=2
1(ovY
lAviE, —J‘(Av) do=3" [(D*V) “dQ+ j dr
@ lof=2 R 8n
04 Q
(QED)
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Ejemplos concretos (cont. Ejemplo 5)
a(.,.) es una forma bilineal simétrica, pues a(u,v) = _[Q Au-AvdQ =a(v,u)
a(.,.) es continua con y=1, pues |a(U,V)| < ”Au”LZ(Q) ||AV|||_2(Q) < ||u||H2(Q) ||V||H2(Q)

a(.,.) es V-eliptica con a=1/(1+C+C?). Usamos la identidad :

2
||AV||L o —I(Av) dQ = ZI(D“V) dQ+_[ ( j dl, Vv suave t.q.vlp =

=2 ¢

v

0
LLuego afladimos los términos que faltan para lograr ||v||2

lavi?  +IP I ;2 [(DV) dQ+Ivl,, +||vV||L o=V,
=20
Usando Poincare-Friedrichs :
||v||2H <lavll .+ €+l <llavll |+ +nclavl  =@+c+c?)lavl
L(.) es continua con
A=[F], 0
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Ejemplos concretos (cont)
Ejemplo 6: Consideremos el problema estacionario de conveccion-difusion:
(D) —uAU+B-Vu=fenQ, ueR" ,peR?>, u=0sobrel
Supongamos ||B||/¢ moderado.

« Laforma débil del problema (D) se obtiene haciendo
=0

N\

(V) IQ fde:jQ(—yAu+|3-Vu)de:IQ[qu-Vv+(|3-Vu)v]dQ+Ly%vdF

=L (v) :affj,v)

* L(.) es unaforma lineal continua.
« a(.,.) es una forma bilineal, continua y V-eliptica, pero no simétrica.

Teorema: si L(.) es una forma lineal continua, y a(.,.) es una forma bilineal, continua
y V-eliptica, pero no simétrica, se puede demostrar que hay solucion Unica a (V), y
esta acotada. Sin embargo, en este caso no existe problema de minimizacion
asociado a (V).

Volveremos sobre este caso mas adelante.
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 7: Consideremos el problema estacionario de conduccién de calor en QcR3

k, 0 0
-V-(kVu)=f enQ,conk=0 k, O |k eR" Ecuacion del calor
(D) - 0 0 k;
u=0 enl, CB Dirichlet
kKVu-n=g enl’, CB Neumann

Definimos como espacio para la solucién V = {V :v e H'(Q), v=0 sobre Fl}
« La forma débil del problema (D) se obtiene haciendo
j fvdQ = —j (kVu)vdQ= jkVu VvdQ- jkVu .nvdl = jkVu VvdQ- j gvdr

:>j kVu - deQ j fde+j gvdr

a(u,v) L(v)
« L(.) esunaforma lineal continua si f eL,(Q2), geL,(I",).
 a(.,.) es una forma bilineal, simétrica, continua y V-eliptica si
dc,CeR"/c<k (X)<C VxeQ
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