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1. Introduccion al MEF para problemas elipticos

e Problemas elipticos “modelo” y solucion por MEF
— Problema simple 1-D
— Generalizacion a 2-D

* Propiedades basicas del método
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(1.1) Formulacion variacional del problema 1-D

« Sea el problema de valores de frontera:
—u"="f(x) O<x<1l
(D)
u(@=u@=0

donde u'= g—u; f (x) es una funcion continua dada.
X

« Integrando 2 veces, vemos que el problema tiene solucion Unica u.

« (D) puede describir cualquiera de los siguientes problemas de Mecéanica del
continuo:

A. Barra eléastica
B. Cuerda elastica
C. Conduccidn del calor en una barra
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A) Barra elastica

Barra elastica sujeta en ambos extremos y sometida a carga axial de intensidad f(x)

Bajo hipotesis de pequefios desplazamientos y material elastico lineal:

X

—> —

, 1),

2z

o=Eu’ Ley de Hooke
—o'= 1 Ec. de equilibrio
u(@=u(@) =0 Cond. de borde
donde E es el modulo de elasticidad. Asumiendo E=1
©0) —u"=f(x) |,
u(@=u(® =0
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B) Cuerda elastica

Cuerda elastica sujeta en ambos extremos, con tension unitaria y sometida a carga
transversal de intensidad f(x) f(x)

LT
—> f(x) §

Tx+dx

W/ e

El equilibrio del segmento considerado esta dado por:
T —T,cosé, =0

X-+dx COSQ
~T,sing, + [ f(s)ds =0

X+dx

T

X+dx

sin@

X+dx
Bajo hipotesis de pequefios desplazamientos
COSOyigy =c0s0, =1 > Tyoyqe=T,=T=1

Jdu

Ademas sin 6, ~ tan 6,, = e

y
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B) Cuerda elastica

En la segunda ecuacion:

M T L dx=0
OX X+dx OX X
- | f(x)
- el xl_lx,“llllllll
y-l—f:() § ul —
\ sl
Y considerando las condiciones de borde:
(D) _U":_f(x)_ , 0<x<1
u(0) =u@)=0
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C) Conduccion de calor en una barra

Barra sometida a fuente de calor distribuida f(x), con temperatura nula en ambos
extremos. X
1 ™y

|

||
S,|w v v v v v
)=0

u(0 _U(’X) u(1)=0
Bajo condiciones estacionarias y material lineal:
—q = ku' Ley de Fourier
q=f Ec de equilibrio
u(@0)=u(1l) =0 Cond de borde
donde k es la conductividad. Asumiendo k=1
—u"=f(x), O<x<l

(D) u(@)=u(@® =0
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Problemas de minimizacion y variacional

Veremos que la solucion al problema (D) es también solucion del problema de

minimizacion (M) y de un problema variacional (V)

Para formular (M) y (V) introducimos nueva notacion.

Producto interno (v,w): .
(Vv,w) = fo v(X) w(x) dx

para funciones reales acotadas continuas por tramos v, w.

Espacio lineal V: v = {v/v funcion continua sobre [0,1] ,
v' es continua p/tramos y acotada en [0,1],
v(0)=v(1) =0 !
Funcional F:V —- R (Ojo: este funcional no es lineal. Analizar)

F(v>=%(v',v')—(f,v)
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Problemas de minimizacion y variacional (cont)

Problema (M):
(M) HallarueV [/ FU)<F(v)VveV

Problema (V):
(V) HallarueV [/ (u'v)=(f,v) YveV

Nota: en el contexto de los problemas (A) y (B)
F(V) es la energia potencial total asociada al desplazamiento v

E(V',V') es la energia elastica interna
2

(f,v) esel potencial de cargas

Problema (M): principio de minima energia potencial en Mecanica
Problema (V): principio de trabajos virtuales en Mecanica

Veremos la equivalencia de los problemas (D), (V) y (M)
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La solucion de (D) es solucion de (V)

Multiplicamos —y" = f por una funcion arbitraria v eV (func. de test).
Integramos sobre (0,1):

—(u",v)=(f,v)

Integramos por partes el lado izquierdo, y usamos v(0)=v(1)=0:

—(u",v)==u'@Qv@®) +u'OvO)+Uu',v)=(U'Vv)

Al ser v arbitraria:

uiv)=(f,v) VveV (1.1)

0 sea, u es solucion de (V)
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Los problemas (M) y (V) tienen la misma solucion
1. Sea u solucién de (V). Sea veV yw=v—-u / v=u+w A weV.

Luego: F(V):|:(u+w):%(u'+w',u'+w')—(f,u+w):
:%(u',u')—(f,u)-l—gu',w')—(f,WZ+%(W',W')Z F(u)
‘ =% © _opor(Ll) ° e ’

0 sea, u es solucion del problema (M).

« Seausolucionde (M). Luego vwveVyeeR: F@u)<Fu+e) (*)
Definiendo: . ,
3)
ge) 2 F(u+ev) = 5 W, u) +e@,v) + > W', v) - (f,u) —e(f,v)

Por (*) g(g) tiene un minimoen £=0. Luego :

g'0) = @.v)-(fv) = 0
g(g) minen0

0 sea, u es solucion del problema (V).
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La solucion de (V) es Unica
1. Sean u,u, solucionesde (V): u,u,eV vy

(u',v)=(f,v) vV veV
(u',,v)=(f,v) vV veV
2. Sustrayendo, y eligiendo v=u, —u, eV .
_[(u'l—u'z)zdx:O

0
lo cual muestra que:

u’ (X) —u’,(x) =(u,—u,)" (x) =0 v xe(0,1)

3. Usando la condicién de borde:
U,(0)=u,(0)=0 = u(x)=u,(x) Vxe01]

0 sea, la solucion a (V) es Unica.
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1.

Equivalencia de soluciones a (D), (V) y (M)

Hasta ahora hemos visto que si u es solucion a (D), luego es solucion a los
problemas equivalentes (V) y (M) :

(D) = (V) & (M)
Mostraremos que si u es solucion de (V), luego u satisface (D).

Sea
1 1
ueVv / jou'v'dx—_[o fvdx=0 V veV
Asumimos u" existe y es continua. Integ.p/partesy usando v(0)=v(1)=0

—ju "v dx —j: fvdx +u v|t =0

—j(u"+f)vdx:0 \ veV

Como (u"+ f) es continua, luego:

u"+f)(x)=0 O<x<l
0 sea, u es solucion de (D).
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Equivalencia de soluciones (D), (V) y (M)

Resumiendo: Hemos demostrado que

1. Lasoluciodn de la ecuacion diferencial es solucion de un problema
variacional

2. Lasolucion del problema variacional es también solucion de un problema de
minimizacion y viceversa
3. Lasolucion del problema variacional es Unica

4. Sise cumple un requisito de regularidad (u” continua), la solucion del
problema variacional es también solucion de la ecuacion diferencial

Notar: Las soluciones a los problemas variacional y de minimizacion vistos hasta
ahora tienen dimension infinita, no pueden hallarse en computadora.

Veremos ahora como el MEF construye aproximaciones de dimension finita a las
soluciones de (V) y (M).
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(1.2) MEF p/problema modelo c/funciones lineales p/tramos

1. Construiremos un subespacio de dimension finita V, del espacio V ,
consistente en funciones lineales p/tramos.

2. Sea
O=X, <X+ Xy <Xy, =1
una particion del intervalo (0,1) en M+1 subintervalos |, = (X;_;, ;) de

longitud h =X, —X,, j=1-M+1

La cantidad h=max h; es una medida de la densidad de la particion.

A

\ 4

Xo= X, X, Xy Xyer=1
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Subespacio de funciones lineales por tramos

1. Sea V, = {v /v es lineal en cada subintervalo I,
v es continua en el [0,1]
w0 v(0)=v(@) =0 }
: Ejemplo de v eV,
T J Notar que V., <V
%=0 X, % S X o=l

2. Paradescribir veV, elegimos los valores

v(X)
A
|
i | n, =v(x;) enlosnodos x;,
| | :
inl m2 :n I i
| ' K ' |
M N S LT N
Xo= X X, Xy =1
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Subespacio de funciones lineales por tramos

3. Definimos funciones de base ¢, (x) eV,, J=1---M

_, _[rsii=] Y
(Dj(xi)— i~10 i i # | L) =4--

A

1_ _____________________________ I -7 -
| @,(X): funcién continua

; lineal por tramos que verifica
P la propiedad delta.

|

|

l

|

I

I ] 1

X]+1 XM XM+1 - 1

:
|
|
1
:
Il
I
X=0 X X,

4. Toda funcion v eV, puede ser escrita en forma unica como combinacion
lineal de las funciones de base ¢.(X) :

V(X) :i 1 ¢ (X) Xe [0’1] , 1 =V(X)

- - - - : M
Luego, V, es un espacio vectorial lineal de dimension M con base: {gai }i=1
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(1.2)

(1.3)

MEF para problema modelo (D)

Formulacion como problema de minimizacion discreto:

(M,) Hallaru, eV, [/ F(u)<F(v) V veV, (método Ritz)

De la manera ya vista, es equivalente al problema variacional discreto:

V,) Hallaru, eV, [/ (u,'v)=(f,v) V veV, (método Galerkin)

Notar, que si U, €V, satisface (1.2), luego en particular
U, ¢;)=(f,9) J=1---M

(ademas, si se cumple (1.3), luego vale (1.2) VveV, )
M

Siendo u, (X) =Z Eo(X) , &=u.(x) ,escribimos (1.3)en la forma:
i=1

i S (cﬁi',w,- ')=(f,<0,-) j=1...,M

=1

Sistema de M ecuaciones algebraicas lineales con M incognitas &,
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Forma matricial

(L5) A ¢ =b
(20 (@e) - (oon)
((02 Lo ) ((92 L0, ), ;

3N

&
&2

| (ov 1) (Pm s ou )

Los elementos &; =((0i L, ) pueden
calcularse facilmente.

Notar: o
(0\0,')=0 si fi—j]>1

L.uego A es tridiagonal

ka J

A : matriz de rigidez

b : vector de cargas

A\

I
I
|
I
|
XM XM+1=
Y By St IR
h | h,
19
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Sistema de ecuaciones

Entonces: . .
a _(¢J ’¢J) J- 1h2 dx + J'J _dx—_+h— J:l,M
. J+1 i j+1
] 1 1 )
J(J—l) (¢J P ) "‘XHF dx :_F ] = 2,---M

1. A essimétrica pues: ((oi L O ) = (qoj % )
M

2. Aes definida positiva pues siendo v(x)=>" 7 ¢,(x) luego:
i=1

> n(ene ) =(Z ¢ Z 7o 'j:(vl’v')zo {

i j=1

>0 casi siempre
=0 solosi v'=0
Como v(0)=0 luego (v,v)=0 < v=0 osea: n,=0 j=LM

Entonces:
N'An>0 VvV neRMn=0

A simétrica y definida positiva
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Propiedades sistema de ecuaciones (1.5)

. Asim>0 == A esnosingulary el sistema (1.5) tiene solucion unica
. Aesrala, o sea pocos elementos de A son distintos de cero.

Esto se debe a que ¢; tiene soporte local ( @; =0enun Intervalo pequeno,
Interfiriendo con pocas funciones @y ).

Si la particion es uniforme, h,=h= 1 y logramos

M +1
(2 -1 0
] -1 2 -1
A=— 7
h
2 -1
0 -1 2]
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(1.3) Estimacion de error del MEF para problema modelo

_ —u"="f(x) |, O<x<l1
Sean  y solucion de (D)
u(@)=u(@) =0
u,, solucion de (V,) Hallaru, eV, [/ (u, 'v)=(f,v) V veV,

Recordando que
(u',v)=(f,v) vveV (enparticular VveV,)

y como V, <V ((u-u,)'v)=0  VveV, Ecuacion del error

donde u-—u, eselerrorde laaproximacion

Veremos que en cierto modo, u, es la mejor aprox posible a la sol exacta u

- 1
Norma asociada al producto escalar (, ): 1 1 2
Il 2 Go,wyz = [ w2 ax
0

Desigualdad de Cauchy: ‘(v w)‘ < ||v|| ||w||
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Estimacion de error del MEF para problema modelo

Teo 1 (e-u)f=fuw) ] vvey

D) Sean veV, arbitrariay w=u, —veV, . Reemplazando v por wen la
ecuacion del error:

H(U—Uh)'Hz =((u—uh)',(u—uh)')+((u—uh)',w'):((u—uh)',(u—uh +w)')=

o

"
=0 ecuacion del error

(o). 0)) = - o1 ey,
Luego (u=u)<|(u=v)| vveV, o

Para lograr una estimacion cuantitativa del error, usamos una U, €V, elegida
convenientemente. Por el resultado anterior:

[(u—u,) | <(u-a,)]
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Estimacion del error

v(X)
Haremos 0 eV, Interpolante de y, o sea: I o ;
AN NI
N S R oo N O R :
En Analisis Numérico, se ve que: =0 X, X | Xy Xyoi=1
! ~I 14 i h2 14
u (X)_uh (X)| <h 52% u (Y)| |U(X)_uh(x)| < E maXOSysl u (Y)|
Luego, por el teoremay (1.12): ,
_ < "
(u-u,)| = maxu)
Mediante analisis detallado, se puede mostrar :
J(u—u, )] < o(h*) max|u"(y)|

Notar:

 No necesitamos construir explicitamente 0, , sino solo la estimacion de error
del interpolante.

« U’ es una deformacién o tension, y tiene interés préctico la estimacién de su
error
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1.

Calculo matriz rigidez

Los coeficientes a; = (goi L9 ) son calculados por suma de contribuciones
de los distintos segmentos:

B o ()

IK
Notar que .
(0¢;") 20  solosi NN el,

Sean (k-1) y k los nodos del segmento K. Luego, la matriz de rigidez del
“elemento” K :

¥ e

La matriz de rigidez global A es armada luego en 2 etapas:
1. Calculo de las matrices de rigidez elementales
2. Sumatoria de las contribuciones de cada elemento (ensamble)

El vector de cargas b es armado de la misma manera.
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Calculo matriz rigidez elemental

1. Trabajamos con las restricciones de las funciones de base al segmento K:

] . Pox) B
o 1
x,=0 )I(1 )I(2 ! X, X,
2., esunafuncion lineal /
W = lenelnodoi (W (X),w, (x)} base de fcs lineales en K
" |0enelnodoj

3. Si w(x) es una funcion lineal en K, tiene luego la representacion:
W(X) = W(X_ )W (X) + WX ), (X)
4. La matriz de rigidez elemental:

k-1 Vr-1Dx  Wr-1 ¥k

Ax = sim. (Wr' ¥r Dk
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Ejemplo

i (X) =a; + fX

. p 1 x)=5, = | cfE it
Vi(X;) =9, 1 x |8 B |01

|

Resolviendo:
X 1
a1 = h_k b= _h_
K : K he =x —X%_, (longitud segmento)
X
a, = —f by = h_
K K
Luego:

l//kl’l//kl dek/ de_l/ S j 'Bklﬂkldx ﬂkl

o d d !
(l//k—l W, )K :J-K l//k%x W%X dx = B, BN :_E

Introduccion al Método de los Elementos Finitos

1 1
Al
211
he he |
27




Ejemplo

[lustraremos el proceso de ensamble para el caso siguiente:

u(x) Y.x) W)
A

i I I i i : I I —»
X,=0 x,=1/8 x,=1/4 X;=3/8 X,=7/8 Xs=1

Elemento 1) k-1=0; k=1

SR
B 8 ]la w,(x)=0 por condicion de borde
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Ensamble primer elemento

e
\

S
Ss
8 164 (
Ss
S
57

Ag
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1 -1

AE?=8
£ L )

Ag

I

Ensamble segundo elemento

4 }
&2

\

8

1+1 | -1
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Ari—3 1 -1
S N |
Ag

I

& }
S

Ensamble tercer elemento

\

8

1+1 -1
-1 1+1 -1
-1 1
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Ag

8

Ensamble cuarto elemento

1+1

+1
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S
-1 1|4

1+1 | -1
-1 |1
+1 | -1
AE=8 -1 | 1+1 | -1
-1 |1
+1 -1
-1 1
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Ag

8

Ensamble octavo elemento

1+1 | -1
-1 (1+1 | -1
-1 | 1+1 | -1
-1 | 1+1 | -1
-1 | 1+1 | -1
-1 [ 1+1 | -1
-1 | 1+1
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Sistema de ecuaciones global
2 -1 0 0 0 0 0) (&] (b

-1 2 -1 0 0 0 O &, b,
o -1 2 -1 0 0 O &, b,
AE=8/0 0 -1 2 -1 0 0| & ¢r=1b,¢
o 0 0 -1 2 -1 0 & b,
o 0 0 0 -1 2 -1 & b,
o 0 0 O 0 -1 2 &) by fb11+b12\
El término a derecha puede calcularse también elemento por elemento: b22 N bg’
1 a0 f o dx b2+ b’
bK:{kKl}:< X": - > b=1b;+b; ¢
b, \ jx:l v, (X) f(x) dx ) bg + b
by +b/
b} +b¢.

La ecuacion es idéntica a la que se obtiene por diferencias finitas. EI termino a derecha cambia.
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Ejemplo

Sea la ecuacion:
—u" =sin(zx) O<x<l

u(@)=u@=0

Solucion exacta: u(x) = izsin(ﬂx)
T

El vector de cargas elemental:

( ka % =X Gin(rx) d | [cos(zx) sin(zx)-sin(zx,,)
bk {bfl} % %1 hy % T 7°h,
= — > = >
K X X — _ - T
b, IX X hxk‘lsln(ﬂx) dx _COS(?Z'Xk)+S|n(7Z'Xk) er]m(ﬂXk_l)
T J 15 7T 1 )
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Ejemplo (programa Matlab / Octave)

% cantidad de elementos
n=8;

% inicializacion de matriz de rigidez y vector de cargas globales
A = zeros(n-1,n-1);
b = zeros(n-1,1);

% lazo sobre los elementos
for k=1:n

hk =1/n;

%coordenadas del elemento k
xk1l = (k-1)* hk;

xk = k *hk;

% matriz de rigidez elemental
Ak = 1/hk*[1 -1;
-1 1];

%vector de cargas elemental
bk = [cos(pi*xk1)/pi - (sin(pi*xk)-sin(pi*xk1))/pi*2/hk;
-cos(pi*xk) /pi + (sin(pi*xk)-sin(pi*xk1))/pi*2/hkK];

%ensamble de matriz de rigidez
if (k==1)
A(1,1) =A(1,1) + Ak(2,2);
elseif (k==n)
A(n-1,n-1) = A(n-1,n-1) + Ak(1,1);
else
A(k-1,k-1) = A(k-1,k-1) + Ak(1,1); A(k-1,k) = A(k-1,k) + Ak(1,2);
Alkk-1) =A(kk-1) +Ak(2,1); Akk) =Akk) +Ak(2,2);
end

%ensamble de vector de cargas
if (k==1)

b(1) =b(1) + bk(2);
elseif (k==n)

b(n-1) = b(n-1) + bk(1,1);
else

b(k-1) = b(k-1) + bk(1);

b(k) =b(k) + bk(2);
end

end
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Ejemplo: aproximacion a la solucion

0.12

0.1

0.08

/\\

0.04

0.02

0.1

0.2

0.3 0.4 0.5 0.6
X
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du/dx

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

Ejemplo: aproximacion a la derivada

\:Lﬂ

/

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
X

0.6

0.7
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Ejemplo: tasa de convergencia

10
- Derivada:
— convergencia
) /// .
10 — lineal
X /‘//4/
e //
©
- -3 .,
= 10 o Funcion:
z _ convergencia
L e ,
) g cuadratica
10 -
//
///
10°
10 107
h
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Ejemplo: convergencia en energia

0.06
1
PN Yo | S Hmmmmmmmmmmmmm e mem e mmm e e S B T Hmmmmme-
22 0.057=
0.04
3 0.03 .
o Los modelos tipo
“desplazamiento” convergen
e “por abajo” a la solucion
exacta: la solucion de
0.01 elementos finitos es “mas
rigida” que en la realidad.
0
0 10 20 30 40 50 60
n
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Elementos finitos unidimensionales de alto orden

Notar que V, <V

1. Sea V, = {v /'v es polinomio de grado r en cada subintervalo I,
v es continua en el [0,1]
v v(0) =v(1) =0 !
i i / "™\| EjemplodeveV,
TN
X=0 X, X, Xy Xyer=1

2. Paradescribir veV, elegimos los valores
v(x)

“ j— I p— o o o

i n; =Vv(x;) enlosnodos x;, j=1--M

LI | 1. Permiten asegurar la

I 2 : ' . .

| om0 = continuidad entre nodos

| ! L P R

x=0 x, X X | Xy Xy =1 2. No alcanzan para

determinar el polinomio en
el tramo

Introduccién al Método de los Elementos Finitos
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Elementos finitos unidimensionales de alto orden (cont)

3. Insertamos (r-1) nodos en cada segmento :
v(X)

A

1
|
|
|
|
|
|
|

:n" Ean : | E
N M
*—o—|—e—o— oo T —of—o—o——o—o >
XO=0 X, Mr Xonr X(m+1)r =1\
» _ _ Numeracion global
4. Interpolacion de un polinomio de grado r en el segmento k:
V(X) » r r
k k
l V(X)) =D v () =2 1 v, (X)
| ) | 1=0 1=0
L.,
Mo b 107 (W), (%), v, (X))
s )‘( e base de polinomios grado r en k
0 1 2 r\

Numeracion local
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Elementos finitos unidimensionales de alto orden (cont)

5. Los polinomios y; son polinomios de grado r tales que verifican:

{1 en x Fo(X) P,(x)
WilX) =

o ':0’...r
Oen X;, V] =#I ! 1

Son base del espacio de polinomios
de grado r pues constituyen un (%) Fi(x)
conjunto de r+1 funciones del

espacio linealmente independientes

Bases polindmicas de Lagrange grado r:

j=0,r; j=i Xi _Xj (Xi _Xo)”'(xi _Xi—l)(xi _Xi+1)"'(xi _Xr)

v (X) = H X=X, (X=X ) (X=X 4 ) (X=X;,1 )=+ (X=X, )
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Elementos finitos unidimensionales de alto orden (cont)
1. Funciones de base lineales

(X—X,)
(% =%)

(=8
(% —%)

2.  Funciones de base cuadraticas

(X=%)(X=%,) (X=%)(X=X,) (X=%)(x=X)

Wo(x):( wy(X) = l//2(X)=(

Xo_xi)(xo_xz) (Xl_XO)(Xl_XZ) X2—X0)(X2—X1)

3. Funciones de base cubicas
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Ejemplo

Sea la ecuacion: _
—u" =sin(zx) O<x<l1

u(@=u(@)=0

Solucion exacta: u(x) = izsin(nx)

Asumiendo funciones cuadraticas por tramos:

(o' oDk o 1k (o' P2k

Ag = W11k (P12 )k

sim. W2 2 )k
oy (2X=% =%, ey (2X =X =X, oy (2X =X =X,
v'o(X) = v'1(X) (e v'2(X) (R ey
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Ejemplo

Asumiremos una particion equiespaciada:

h =x—x_, (distancia entre nodos)

Xp . 2h
(W'O’W'O)K = ‘" VoV o dXZIO (

(W) =

2X—h-2h

h 2h

Célculo por manipulacion simbolica (Matlab):

syms h X

psiOp = (2*x-h-2*h)/((-h)*(-2*h));
psilp = (2*x-2*h)/((h)*(-h));
psi2p = (2*x-h)/((2*h)*(h));

A00 = int(psiOp*psiOp,0,2*h)
A0l = int(psiOp*psilp,0,2*h)
A02 = int(psiOp*psi2p,0,2*h)
All = int(psilp*psilp,0,2*h)
Al12 = int(psilp*psi2p,0,2*h)
A22 = int(psi2p*psi2p,0,2*h)

—

2
)dx

tamano elementos = 2h

.
6h

Notar que v, (x), ", (x) son

Invariantes a una
traslacion x = x+C .

i 7 -8 1]
A =— 16 -8
6h| .
| SIM 7 1

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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I::Z (X (sz )12(2h) )Sln(ﬂ'X) dx J‘(22|I<(h_2)h (X—(Zk —]Z.)hl';)(X—ZI(h) Sin(ﬂ-x) dx
o% _. I(x ><(2k)z()(h) 2) in(rx) dx b= j(zzkkhZ)h_(x—(Zk—2h)2h)(><—2kh)sin(ﬁx) N
o (X=X, ) (X=Xps) a0 (x—(2k=2)h)(x—(2k-1)h) _
j e dx Lsz—z)h - sin(zx) dx
cos(27z(k—1)h) cos(27zkh)—cos(27z(k—1)h) 33in(27r(k—1)h)+sin(27zkh)\
T " °h? i 27°h
o< _ | , cos(2zkh)—cos(2z(k—-1)h) sin(2x(k—-1)h)+sin(27kh)
B - °h? i 7°h >
cos(27kh) cos(2zkh)—cos(2x(k—1)h) sin(2z(k—-1)h)+3sin(27kh)
- T " 7h? i 27°h

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Programa

%ensamble de matriz de rigidez
if (k==1)
A1) = A11) + Ak(2,2); A(1,2) =A(L,2) + Ak(2,3);
A(2,1) = A(2,1) + Ak(3,2); A(2,2) =A(2,2) + AK(3,3);
elseif (k==n)
A(2*n-2,2*n-2) = A(2*n-2,2*n-2) + AK(1,1);
A(2*n-2,2*n-1) = A(2*n-2,2*n-1) + Ak(1,2);
A(2*n-1,2*n-2) = A(2*n-1,2*n-2) + AK(2,1);
A(2*n-1,2*n-1) = A(2*n-1,2*n-1) + Ak(2,2);

function [u,Udef] = ejemplocuadratico(n)

% inicializacion de matriz de rigidez y vector de cargas globales
A = zeros(2*n-1,2*n-1);
b = zeros(2*n-1,1);

% lazo sobre los elementos
for k=1:n
h = 1/(2*n);
else
A(2*k-2,2*k-2) = A(2*k-2,2*k-2) + Ak(1,1);
A(2*k-2,2*k-1) = A(2*k-2,2*k-1) + Ak(1,2);

%coordenadas del elemento k
Xk0 = (2*k-2)*h;
xk1 = (2*k-1)*h;

xk2 = 2%k *h, end .................................................
% matriz de rigidez elemental ;Vf()zrgfa_r??le LALE A (o

Ak = 1/(6*h)* [7 -8 1;
-8 16 -8;
1-87;

b(1) =b(1) +bk(2);
b(2) =b(2) +bk(3);
elseif (k==n)
b(2*n-2) = b(2*n-2) + bk(1);

%vector de cargas elemental b(2*n-1) = b(2*n-1) + bk(2)-

bk = [cos(2*pi*h*k - 2*pi*h)/pi + (cos(2*pi*h*K) - cos(2*h*k*pi - 2*h*pi) ... else
+ pi*h*((3*sin(2*pi*h*k - 2*pi*h))/2 + sin(2*pi*h*k)/2))/(pi*3*h"2); ol s )
(2*C0s(2*pi*h*k) - 2%C0S(2*pi*h*K - 2*pi*h) + .. b(2*k-2) = b(2™k-2) + bk(1);
pi*h*(z*sin(z*pi*h*k - 2*pi*h) + 2*Sin(z*pi*h*k)))/(piAB*hAz); ----------------------------------------------------
(cos(2*pi*h*K) - cos(2*h*k*pi - 2*h*pi) + pi*h*(sin(2*pi*h*k - 2*pi*h)/2 ...
+ (3*sin(2*pi*h*k))/2))/(pi*3*h"2) - cos(2*pi*h*k)/pi];

%solucion sistema de ecuaciones
ul=A\b;
u = [0;ul;0];

%Energia de deformacion
Udef = ul*b;
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0.12

0.1

0.08

0.02

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Ejemplo: aproximacion a la solucion

2 elementos
4 elementos
8 elementos

exacta

X
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du/dx

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

Ejemplo: aproximacion a la derivada

2 elementos
4 elementos
................. ................. ............... ; .. ................ .................. .................. .................. ....... e XaCta

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Ejemplo: tasa de convergencia

Error u, du/dx

10° : : R R N

10 10" 10
h

Introduccion al Método de los Elementos Finitos

Derivada:
convergencia
cuadratica

Funcion:
convergencia
cubica
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Ejemplo: tasa de convergencia elementos lineales

10
- Derivada:
— convergencia
) /// .
10 e lineal
X /‘//4/
S //
©
- -3 .,
= 10 = Funcion:
= _ convergencia
L e ,
) g cuadratica
10 -
//
///
10°
10 10"
h
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Ejemplo: convergencia en energia de deformacion

0.06 | | | | |
2_72_2 Q05 T TRTIEAT ......................... __________________________ _________________________ .......................... _______________________ _

004_ ....................... ......................... ......................... ......................... ......................... ......................... ........................ —

Los modelos tipo
“desplazamiento” convergen
“por abajo” a la solucion
exacta: la solucion de
elementos finitos es “mas

Udef
<
&

002_ ....................... ......................... ......................... ......................... .........................

0,01 R — I | rigida” que en la realidad.

0 10 20 30 40 20 60 /0
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Ejemplo: convergencia en energia (elementos lineales)

0.06
1
A2 () OF F==mm=====—ma= e Hmmmmmmmmmmmmm e s mmm e e e S R T Hmmmmme-
D2 0.057
0.04
3 0.03 .
o Los modelos tipo
“desplazamiento” convergen
Lie “por abajo” a la solucion
exacta: la solucion de
0.01 elementos finitos es “mas
rigida” que en la realidad.
0
0 10 20 30 40 50 60 7C
n
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Teorema de Gauss

Sea una region V convexa encerrada por una superficie S

STNS” ={g}
STUST =S

<5

X3
La superficie S puede dividirse en un namero finito de partes con normales
externas formando un campo continuo (V region regular).

Sea la funcidn diferenciable c/continuidad en V

A(xll X2) x3): V-oR
Calcularemos:

jﬂ —dxldx dx,

57



Teorema de Gauss
Integramos a lo largo de L con respecto a X, :

1, —dxldx dx, = | (A= AT dxdx, =

= || . A" dx,dx —”“A"*dxdx:l
Notar: .Us 2778 Jls 2573 ( )
+ dx;dx, proyecciones sobre el plano X,X; de las areas
— dx,dx, dS ,dS  en los extremos de la porcién L
. . X2 dxs v¥ .
i = COS(XpV ) ! | groamon ot L v T?V]
*k *ok *k Vl)k>k * % /—_——__;j;(_ﬁz_-%
vy =cos(x,v")=—cos(—x,v") % 2
g™ ds™
/ X1

+dx,dx, =v; dS” o
— dx,dx, =v;" dS™ (1)2” A V1d5 +ﬂ A" v, dS

(1,55 v = [f, v
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Teorema de Gauss

Repitiendo el razonamiento para las otras direcciones:

o

dV ijds

Si consideramos ahora un campo tensorial

1=1,2,3

Ajkl...(xl)x2)x3): V-R

a—A LAV =[ nA, dS =123
vV OX. s 1 -
jv Ajkl... i dV = _L Vi Ajkl... dS 1=1,2,3

También llamado teorema de Green o de Ostrogradski
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Formas alternativas del teorema de Gauss

1. Haciendo : A=w; 4 X2
V
- Mgy - [ viw ds -
JV ax /
v L.
d|v wdV = _[ viw dS 8
2. Haciendo : A ¢ A/X3/ X7

jvgrad 6 dV =jvv¢ dv =jsv¢ds
3. Consideramos ey ; =(rotu)
jv €Uy ; dV =eijk_[v u; dv =€) Vil dS = j € VU, dS
j rotu dV :j vxu dS
\Y S
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(1.4) MEF para la ecuacion de Poisson

X3

Sea el problema: (D) —Au=1f en Q
u=0 sobre I
con o’'u  o°u
AU=—+—
OX,  OX, ;

Puede corresponder a muchos problemas fisicos: conduccion de calor, potencial ™
electromagneético, desplazamiento de una membrana fija en la frontera, etc.

Teorema de la divergencia: :
Ilev A dx = LA-n ds

con.
A:{g} div A =24 9% n:{nl}

X, OX, n,
Formula de Green:

jQVv-VW dx = jrv(Vw-n) ds—jﬂv Aw dx

(En teo.divergencia, hacer A=v Vw)
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Formulacion variacional

1. Si u satisface (D), luego es solucion de:
(V) HallarueV [/ a(u,v)=(f,v) V veV

N a@uv)=[ vu-vvdx  (forma bilineal) (f.v)=[ fvdx

: : . oV :
V= {v . (1) v es continuaen Q ; (ii) ﬂ,— continuas a trozos en Q ;

OX, OX,
(iliyv=0sobre I' |
D) Multiplicamos (D) por una v eV arbitraria e integramos

(f,v) :—_[QvAu dx:—'[rv(Vu-n) ds+jQVu-Vv dx =a(u,v)
N 2R y M

—0 (v=0enT) a(u,v)

2. Como en el caso 1-D, si u suficientemente regular :
(D) < (V) & (M)

con

(M) HallarueV [/ FU)<F() V veV
Energia potencial total:

F(v):%a(v,v)—(f,v)
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Subespacio de funciones lineales por tramos
1. Construiremos un subespacio de dimension finita V, —V consistente en
funciones lineales p/tramos.
2. Asumimos I" poligonal. Sea una triangulacionde Q: T, =K ,K,,---K_con
triangulos no superpuestos K. / Q=K ,UK, U UK_ = U K

ﬂ K _ {@} KeT,

K ETh

y de forma que no haya ningun vertice de algun triangulo ubicado sobre el
lado de otro.

NO
El parametro de malla h= max diam(K) mide la densidad de triangulacion.
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Subespacio de funciones lineales por tramos (cont)

Definimos
V, = {v:(i) v es continua en Q ; (ii) v|K es lineal paraK €T, ;
(iliyv=0sobre I' |
Notar V. cV
Parametros p/def. veV, : valoresv(N.) devenlosnodos N, i=1---M de T,
Excluimos los nodos de frontera pues v=0 sobre T

Def. funciones de base : ¢, (x) eV, /

. Y sia=) _—
A (pj(x1,X2) ¢j(NI) = 5Ij = o ) |’ J _1’... M
| 0 si 1#]

Soporte de ¢, (x) = {x/x e K connodo N |

> X4
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Subespacio de funciones lineales por tramos (cont)
Toda funcion v eV, tiene luego la representacion:
V0= 7,009 XeQ . n=v(N)
Formulamos luego el siguiente MEF p/el problema de Poisson (D):

(V,) Hallaru, eV, [/ a(u,,v)=(f,v) V veV,

De manera similar al caso 1-D, este problema es equivalente a resolver el
sistema de ecuaciones:

A ¢ =D
donde ahora: 3. =a(p .0 )=[ Ve -Vo. dx b=(f,0)=| fe dx
ij i J 0 i J I I 0
& =Uy(N;)

Nuevamente A es simétrica, definida positiva y no singular, con lo cual el
sistema de ecuaciones tiene solucidn Unica. Ademas, A es rala pues:

a; =0 si N;,N, ¢ al mismo triangulo
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1.

Nocion de mejor aproximacion
u, €V, esla mejor aproximacion a la solucion u en el sentido:
[Vu-vu,||<|[Vu-Vyv|  VveV,

con || C a(v,v)% :(J'Q|Vv|2 dx)%
En particular, si encontramos G, €V, tal que
IVu-Vvu, || <[Vu-Vva,|
podremos probar convergencia. Ejemplo, usando el interpolante
0,(N;)=u(N;) j=1---M

tendremos: [|Vu -V, | <Ch| con C>0 cte independiente de h, que depende de:

« tamano derivadas segundas de u
« menor angulo de los triangulos K T,

||u—uh||s(fg(u—uh)2 dx

Asi, si u es sufic. regular, el error y su gradiente tienden a cero con h —0

Puede mostrarse luego:

)% <Ch?
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1.

Calculo matriz rigidez

Los elementos a; = a(goi,goj) son calculadas por suma de contribuciones de
los distintos triangulos:

a(p.o)=[ Vo Vo dx=3 | Vo -Vo dx=3" a(p.¢,)
KeT,

K ETh

Notar que o
a, (¢.0,)=0  solosi N, N;eK

Sean N;,N; yN, los nodos del triangulo K. Luego, la matriz de rigidez del

elemento K: - .
Ay (¢i1¢i) Ay (¢i'¢j) Ay ((oi’(Dk)

Al aK(¢jl¢j) aK(¢j’¢k)
sim. a (o, o0)

La matriz de rigidez global A es armada luego en 2 etapas:
1. Calculo de las matrices de rigidez elementales
2. Sumatoria de las contribuciones de cada elemento (ensamble)

El vector de cargas b es armado de la misma manera.

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Calculo matriz rigidez elemental

1. Trabajamos con las restricciones de las funciones de base al triangulo K:

0 A 0(X4,%3) A
X2

. : 1 \ljj(x1 X,)
{7, vi 0o, /:V

> X >

2. . esuna funcion lineal /

W = 1 enelnodo i {t//i(x),t//j(x),z//k(x)} base de fcs lineales en K
" |0 enlos nodos j,k

3. Si w(x) es una funcion lineal en K, tiene luego la representacion:
w(x) = WIN;)w; (x) = WN )y () +W(N )y (X)
4. La matriz de rigidez elemental:

a(yy, ;) a(y;, ¥;) a(y, i)
Ag = a(j, ;) a() i)
sim. a(y, l/)k)_
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Ejemplo

v (X, Y) = + BX+ry

a, By, | wi(X,y)=1 1 X yi_(ai\ fab)
wi(X;,y;)=0 = 1 X, Yy, |sB=40;
l//i(xk’yk)zo _l X Y ll7i) \O)
Resolviendo:
O‘i:ijk_Xkyj 1 1 X Yi_
2A A==det|l x. V. (area triangulo)
y . —Yy X, — X 2 o
p=-1k yo =~ X, Y
o2A T 2A =k

Luego: oy, /| (ow, /]
Vol | Mh (a4
K

a(Wi’Wi):IKvwi'vwidX=IK<6V7$'<aV/I/
L /oY) L /oy

a(wiy,)=[ Vv -V dx=(B +77,)A
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Ejemplo

Matriz de rigidez elemental:

K

(BE+7vE) (BB +vivi) BiBr +vive)
Ag £ A B +v7)  (BiBr +vive)

Y - | sim. (B2 +viE)

i > J

Ilustraremos el proceso de ensamble para el caso siguiente:

Ay | |
Elemento 1) i=1; j=2; k=3
1 1

h 'Bll:_h zlzﬁ s =0
g 1_ 1 1 _ 1 1
i X Sustituyendo: =Ty 7, =0 =t

1'2 -1 -1](&]

Al&l:i 1 1 0 <§2>

__1 0 1 | \53,
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Por similaridad:

1
AL ==
35 >

(2 -1

-1 1

-1 0

Elemento 2) i=

Luego:

(2 -1
-1 1
-1 0

_1_ (984\ 2 -1 _1_ r§5\
0 <& A5§5:% -1 1 0[{&¢
1 _ \456, __1 0 1 ] 51
3;1=6; k=1 ai=1 a/=0 o =0
1 1
,532=E ﬂszz—ﬁ B =0
1 1
7/5 :E 7/6 :O 7/1 :—E
-1](& 1_2 -1 -1](4)
0 14% A4§4 :E -1 1 0S¢
1114 -1 0 1]|&)

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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(2 -1

-1 1
-1 0

N |

Ag

—11

&

\gsz

Ensamble primer elemento

S2 (

2 -1 -1
-1 1
-1 1

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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S
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Ensamble segundo elemento

1‘2 -1 -1](&
Az&.Z:E -1 1 0}\&%
-1 0 1]
2+1 -1 |-1-1 0
-1 1 0
-1-1 0 1+2 -1
1
Af==
: 2
0 -1 1

Introduccién al Método de los Elementos Finitos
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-1 1
-1 0

Ag

(2 -1

N |-

—1]

Ensamble tercer elemento

-

S
&1
%6

2+1+1 -1 [-1-1| -1 0+0 ’51

-1 1 0 2

-1-1 0 |1+2 -1 g,

-1 2 -1 4 9“’4

Ss

0+0 -1 | -1 1+1 2

k§7 J
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(2 -1

-1 1
-1 0

N |-~

Ag

—1]

Ensamble cuarto elemento

S
S
Ss
2+1+1+2 -1 |-1-1|-1-1| -1 | 0+0 "é\
-1 1 0 i3
-1-1 0 |1+2 -1 2
“1-1 2+1 | 0 | -1 L&,
-1 0 1 E
0+0 -1 | -1 1+1 2
57
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(2 -1

-1 1
-1 0

N |-

Ag

—11

Ensamble quinto elemento

S5
&7
S
2+1+1+2+1 -1 |-1-1|{-1-1({-1-1|0+0 0

-1 1 0

-1-1 0 1+2 -1

-1-1 2+1 0 -1 ]

-1-1 0 1+2 -1

0+0 -1 -1 1+1

0 -1 1
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(2 -1

-1 1
-1 0

N |-

Ag

Ensamble sexto elemento

-1](¢,

0 |4

1]l

2+1+1+2+1+1 |-1-1|({-1-1(-1-1|-1-1|0+0 | 0+0
-1-1 1+2 0 -1
-1-1 0 1+2 -1
-1-1 2+1 0 -1
-1-1 0 1+2 -1
0+0 -1 -1 1+1
0+0 -1 -1 1+1
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Sistema de ecuaciones global

4 -1 -1 -1 -1 0 0 AN
115 0 0 0 0 -05 &1 b,
1 0 15 0 0 -05 0O &l b,
1 0 0 15 0 -05 0 - - &1 |b,
pe_ |2 0 0 0 15 0 -08 &(_|b
0 0 -05-05 0 05 0 AR
0 05 0 0 -05 0 05 &l b,

Notar que la ecuacion 1 esta completa (no hay mas elementos que contribuyan alli) :
48— &, — & — 64— & :bl

Puede mostrarse, de manera similar

2
blz%(fl+f2+f3+f4+f5+f6) con: fizjiwifdx

La ecuacion es idéntica a la que se obtiene por diferencias finitas. El término a derecha cambia.
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Ejemplo

Sea la ecuacion: d?u d®u
— — =2X(x-1)+2 -1
o a7 Xr vyl
u(x,0) =u(x,1)=u(0,y)=u(l, y)=0

O<x,y<l

Soluci6n exacta: u(x,y)=x(x-1)y(y-1)

Malla de 2n? elementos

finitos lineales .,
Numeracion local elementos

inferior y superior

s\

h Triangulo “superior” \

h

§ Triangulo “inferior”
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Vector de cargas elemental: X0, Vo: coord. nodo 1 1 >

1) Triangulo “inferior”:

N _LXO(XO_]')-l_yO(yO_l)_*_Xo+y0_1+i]h4
[ 2
p<) |1l y) 2(x(x-1)+y(y-1))dQ 3h 6h 15
' Xo (%o =1)+ Yo (Vo —1) 4x,+2y,-3 2
bk = E{ :J.JWZ(X,y)2(X(X—1)+y(y_]_))dQ _J)_| 2o\ %o 3h20 0 + % 12h0 +E h?
3 I l//3(X,Y)2(X(X—1)+Y(Y—1))dQ - xo(x0—1)+yo(y0—l)+2x0+4y0_3+£ e
3h? 12h 15

2) Triangulo “superior”:

. _(XO(XO_1)+y0(y0_1)_Xo"'yo_l_i_i]hzl
[ 2
pe] Lt y)2(x(x-1)+y(y-1))dQ 3h 6h 15
0 X (X =1)+Yo(Yo—1) 4x,+2y,—3 2
b* = E{ =1 | waxy) 2(x(x=2)+y(y-1))dQp =1~ o (% )3h2°( o=1) _4% ot |
2L wen2(x(x-1)+y(y-)de| | % (% =D+ Yo (Yo=1) 2% +4y,-3 2.
3h? 12h 15
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Programa para calculo integrales término de derecha

clear
syms x y x0 yO0 real
syms h n positive

% h --> tamafio de los elementos (1/n)
% n --> cantidad de elementos por lado del cuadrado
% f=-2%*(x-1)-2*y*(y-1);

h =1/n;
fo=-2%*(x - 1) - 2*y*(y - 1);

% 1) Calcula int (phi_i * f) dA para el elemento
% triangular "inferior" :

%

% (x0,y0) --> coordenadas nodo 1

%

phil = 1 -(x-x0)/h -(y-y0)/h;
phi2 = (x-x0)/h;
phi3 = (y-y0)/h;

flx = int(phil*fx);

flxint = simplify(subs(f1x,x,x0+y0+h-y) - subs(f1x,x,x0));
fly =int(flxint,y);

flinf = simplify(subs(fly,y,y0+h) - subs(fly,y,y0));

f2x = int(phi2*f,x);

f2xint = simplify(subs(f2x,x,x0+y0+h-y) - subs(f2x,x,x0));
f2y = int(f2xint,y);

f2inf = simplify(subs(f2y,y,y0+h) - subs(f2y,y,y0));

f3x = int(phi3*fx);

f3xint = simplify(subs(f3x,x,x0+y0+h-y) - subs(f3x,x,x0));
f3y =int(f3xint,y);

f3inf = simplify(subs(f3y,y,y0+h) - subs(f3y,y,y0));

Rk

% 2) Calcula int (phi_i * f) dA para el elemento
% triangular "superior" :

%

% (x0,y0) --> coordenadas nodo 1

%

phil =1 + (x-x0)/h + (y-y0)/h;
phi2 = -(x-x0)/h;
phi3 = -(y-y0)/h;

fix = int(phil*fx);

fixint = simplify(subs(f1x,x,x0) - subs(f1x,x,x0+y0-h-y));
fly =int(flxinty);

flsup = simplify(subs(fly,y,y0) - subs(fly,y,y0-h));

f2x = int(phi2*fx);

f2xint = simplify(subs(f2x,x,x0) - subs(f2x,x,x0+y0-h-y));
f2y = int(f2xinty);

f2sup = simplify(subs(f2y,y,y0) - subs(f2y,y,y0-h));

f3x = int(phi3*fx);

f3xint = simplify(subs(f3x,x,x0) - subs(f3x,x,x0+y0-h-y));
f3y = int(f3xinty);

f3sup = simplify(subs(f3y,y,y0) - subs(f3y,y,y0-h));
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Programa Matlab / Octave para calculo solucidn elementos finitos

function [u] = ejemplobidimensional(n)
% function [u] = ejemplobidimensional(n)
%

% Elementos finitos lineales

% Malla cuadrada n*n

% n = cantidad de elementos por lado
%

% 14 15

% 13+-----t+----t-----+16

% 0 O T W O W

% (U A W IR

(VR [ S S—— )

% 0 O T W O W

% (U A W IR

% 5 +----- +----- +----- +8

% |\ \

% (U A W IR
% +----- +
% 1 2

% cantidad de gdI total

nn = (n+1)*(n+1);

% cantidad de elementos total
nel = 2*n*n;

% inicializacion de matriz de rigidez y vector de cargas globales
A = zeros(nn,nn);
b = zeros(nn,1);

% lazo sobre los elementos
% trato primero los elementos inferiores, luego los superiores
for kx =1:n

for ky = 1:n

% 1) Tratamiento elemento triangular "inferior"
%

% coordenadas nodo 1 del elemento k inferior
X0 = (kx-1)*1/n;  y0 = (ky-1)*1/n;

% matriz de rigidez elemental inferior
Ainf = ...

[2 -1 -1;

-1 1 0;

-1 0 1172

%vector de cargas elemental inferior

binf=1...
-((x0"2-x0+y0"2-y0)/3*n"2 + (x0+y0-1)/6*n + 1/15)In™4;
-((x0"2-x0+y0"2-y0)/3*n"2 + (4*x0+2*y0-3)/12*n + 2/15)/n"4;
-((x0"2-x0+y0"2-y0)/3*n"2 + (2*x0+4*y0-3)/12*n + 2/15)/n"\4];

%vector de localizacion
locel = [(ky-1)*(n+1)+kx (ky-1)*(n+1)+kx+1 (ky)*(n+1)+kx];

%ensamble de matriz de rigidez
fori=1:3
for j=1:3
A(locel(i),locel(j)) = A(locel(i),locel(j)) + Ainf(i,j);
end
end

%ensamble de vector de cargas
for i=1:3

b(locel(i)) = b(locel(i)) + binf(i);
end

Coriec ) Introduccion al Método de los Elementos Finitos

84



% 2) Tratamiento elemento triangular "superior"
%

%coordenadas nodo 1 del elemento superior
X0 =kx*1/n;  y0 = ky*1/n;

% matriz de rigidez elemental superior
Asup = ...

[2 -1 -1;

-1 1 0;

10 1172

%vector de cargas elemental superior

bsup =1...
-((x0"2-x0+y0"2-y0)/3*n"2 - (x0+y0-1)/6*n  + 1/15)/n"4;
-((x0"2-x0+y0"2-y0)/3*n"2 - (4*x0+2*y0-3)/12*n + 2/15)/n"4;
-((x0"2-x0+y0"2-y0)/3*n"2 - (2*x0+4*y0-3)/12*n + 2/15)/n"4];

%vector de localizacion
locel = [(ky)*(n+1)+kx+1 (ky)*(n+1)+kx (ky-1)*(n+1)+kx+1];

%ensamble de matriz de rigidez
fori=1:3
for j=1:3
A(locel(i),locel(j)) = A(locel(i),locel(j)) + Asup(i,j);
end
end

%ensamble de vector de cargas
fori=1:3

b(locel(i)) = b(locel(i)) + bsup(i);
end

% Lista de nodos fijos (hodos donde u=0)
fix =[1:n+1 ...
n+2:n+1:(n+1)*(n-1)+1 ...
2*(n+1):n+1:(n+1)*(n) ...
n*(n+1)+1:(n+1)*(n+1)];

% solucion sistema de ecuaciones

%

% Modificacion sistema ecuaciones para

% introducir condiciones de borde homogeneas

b(fix) = zeros(size(fix,1));

A(:,fix) = zeros(size(A,1),length(fix));
A(fix,:) = zeros(length(fix),size(A,1));
A(fix,fix) = diag(ones(length(fix),1));

u=A\b;

Programa Matlab / Octave para calculo solucion elementos finitos (cont)

end
end
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Introduccion de condiciones de borde homogéneas

b(fix) = zeros(size(fix,1));

A(:,fix) = zeros(size(A,1),length(fix));
A(fix,:) = zeros(length(fix),size(A,1));
A(fix,fix) = diag(ones(length(fix),1));

u=A\b;
Ej: fix =3, 5]

A, &, @ a, a (a, a, 0 a, O]
8y 8y 8y Ay Ay a, a, 0 a, O

A=lay 8, 8y 8 ag A=| 0 0O 1 0 O
Ay Ay 43 A Qs a, a, 0 a, O
|85 85, 853 85 Agg | 0 0 0 0 1]
b I ™
b, b,

b=|h, b=|0
b, b,
_b5_ _O_
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—u”fjﬁ = (v e (v, 5) W eV
V = (\Tc»JlT A)Jcrﬂ”%cxus) \/ =0 \O&LLJ
7/ Vi = (r\)’c»«/f\f(» V/{/\»)\POCJQ

QV)UQ (%3 Afm VFN\/

_ O\JJ) J~> Uz =V, (N §> VVUGTR
(548 e (P

N
GV L\AU: W L
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0.06-,

0.04-

0.02-

0.08-

0.06+

> 0.04

0.02

0.5
y 0 X n=8
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x 10
0.08- °
= 0.044 g
w o
002‘ /-___' . \\
1 ,,‘\ ILANRAANANN NG
loo““:‘\‘\\\\\‘\&‘\\\\\\\\\“ 1
e
ottt 0.5
y 00 X
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0.08- g 15 i ~
~ | o ~.
. - -
0.06 | )
’9::"‘ \ B 1 . i zlln""z’;’"':yf%:;:::“ n\t ™ -
; lm,, "o: \“*..:{\
S 004 ~_ t ,::::’ “;3“ : 3 g
0.02 o5y ‘\
5 . it S
,,‘.‘,,;,a;;,;"lf ] \ m" 0 Wiy i T \\
Z "””ll/ gyttt Ry i N "'lllf"lllll gy S
1 ””"'"'m:}a{"/lzz TS LRI N 1 Wy il \\“‘ T S
/ Y ’4’0 ’ Wiy \\\\\“ S iy /II/ lll ll Gt w s T \m\m Sy
III;/;}’” "Il/,';l"l ;M “k““\\\\\\\{“{\‘&}\\\\%\e\\\‘k‘\\ N 1 lII Il;;l/ llll[ I"lll ,,'l",;" 0 ‘a““ \“ %‘ \‘ “““‘“\“{\‘“\\ S L
'llllll,,,, 7, "o ‘ \ \\\“ \““‘ i ,Ilﬂ, ,” '; ‘\““\\\‘ \\\t“ \\
s Illllz '¢""‘:“.“§““\\\““ “\ 0.5 0.5 'Illlll, I ‘ ‘“ i 0.5
00 n=64 0 o
y X y X
-2
10
/
e yd
10 —
) /
-
=
mm /
-4 8 L=
10 / Convergencia cuadratica
/
/ =7 = 7 -
/ de la funcidn incognita a
/ .,
I la solucion exacta
10 -2 -1 0
10 10 10

h
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0.064 :
Los modelos tipo

JHUSES “desplazamiento” convergen
0.063 “por abajo” a la solucion
0.0625 Iexacta: I?_sqlucmn de
elementos finitos es “mas
0.062 //’ S .
f rigida” que en la realidad.
> 0.0615 /
0.061 /
0.0605 /
0.06 /
0.0595
0.059 :
0 10 20 30 40 50 60 70
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Tratamiento condiciones de borde generales (Cauchy)
(—Au=f en Q

(D) Uu=ua sobre Fu

<

A
X2

Sea el problema:

Vu-n=¢ sobre F¢

f, U,y ¢ funciones dato definidas sobre Q, Fu Y F¢.

Sea el espacio de “funciones de prueba”

V ={v:(i) v es continuaen Q ; (ii) gﬂaﬁ continuas a trozos en Q2 ; (iii) v=10 sobre Fu}
X 0%
y el espacio de “funciones de peso”
W ={w: (i) w es continua en Q ; (ii) P continuas a trozos en Q ; (iit) w= 0 sobre Fu}
X 0%
Luego, el problema (D) es equivalente al problema variacional:

(V) HallarueV / a(u,w)=(f,w)+<¢,w)r¢ vV weW

a(u,w):J-QVu-dex (f,W):Iwadx <¢,W>r¢ :jr¢¢wdx
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~Aw:jﬁ

—

u =w L_'Y:\/

Vi \n:.p/ {_,Y;/ }‘; pv
Sea solv el = u\,{ _— IS
1 %
o= (B, £ Vw'Vu\JSLJrJWVmeP _
L
8\

- XIV«; Yo dn +S y/ i) +§,J &3 CLPJ(H;R
S

W- oo W
We\W=" ..~ =
e "L ' W—O'Q/\(\‘\l/} ‘AT‘P =

L
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W=o0 Ml'“ =0 —=b QU
=0 wWi=o - HJC
é |
o7 ] , =0
=0 W0 =2 Q=c
Ly)
\/L =90 == M
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Meétodo de elementos finitos (c/cond borde de Cauchy)

1. Seaunatriangulacion T, =K,,K,,---K_ de Q .

2. Construiremos dos subespacios de dimension finita V, <V 'y W, W
consistentes en funciones lineales p/tramos:
V, ={v:(i) v escontinuaen Q; (ii) v| eslineal paraK T, ; (iii) v=0 sobre Fu}

W, ={w: (i) wes continuaen Q ; (ii) w|_ es lineal paraK T, ; (iii) w = 0 sobre Fu}

3. Sean 1=1M — nodos del interior de QQ o de la frontera I

iI=M +1 N — nodos de la frontera Fu

4. Toda funcionv eV, tiene la representacion

N

V(X):Z T, ¢i(x)+z Q?i(oi(x) X €L

i=M +1

_ <\
1 =V(N;), & =0, (N;)=Uu(N;) X

’LOJ.; L/J'Q,\X/L = 2_ -E_ . %LCE?}
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0= 07+ Y w= YW,
Vg Cﬁ)ﬁ»?s +\5‘/Ié T%LQT i =
=W (1§« - 4
WL <%I)%B WI<WL)6>& )V/\X/I&D\
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Meétodo de elementos finitos (c/cond borde de Cauchy - cont)

p;(x) eV, [
1 st 1= .
p(N)=8,=10 T Rj=l-N
Si i#]j

Soporte de ¢, (X) = {x / x e T, con nodo Nj}

X

5. Formulamos luego el siguiente MEF p/el problema (D):

V,) Hallaru, eV, / a(u,w)=(f,wW)+{gw) V weW,
¢

6. Este problema es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones:

A 5 = b éiu :uh(Ni)
aij:a(goi,goj):jQV(pi-Vgpj dx ,]=1---M
b, =(f,¢i)+<¢,¢i>r¢—i (.08 =], Todx+] do dx—i | Vo Ve, dx &,
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Tratamiento sistematico términos de carga

» El calculo de las integrales para el término de derecha, depende en principio
de las expresionesde f y ¢

» Para sistematizar el calculo podemos interpolar los términos de carga usando

las mismas funciones de interpolacion que para el campo incognita:
N

donde T)U 1, (x) = le f. o(X) xe Q)

* los valores nodales (dato) f=Ff(N)=f(N) 1=1---N
« la sumatoria se hace sobre todos los nodos de la triangulacion
Luego, el término de carga de volumen resulta:

(f.0)=| ofdxO [ g f dx=] pp dxf=M,f,

_ | | i=1--M; j=1---N
El término de frontera ¢ recibe un tratamiento similar

Una simplificacion mayor consiste en decir directamente (MatFEM):

(f,gpi)zfi%:f(Ni)% 1=1---N; A=areatriangulo

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 100



j|culo matriz de masas por mapeo
v- F(19).5)
CBJ y,=1-n-¢
v E)=a,+n+yé — Jy,=1 (©.1)
Vs =<

X:Z X; %(77,5)=(1—77—§)X1+77X2+§X3

y:Z Y, %(77,95)=(1—77—§)y1+77y2+§Y3

[ fayydx=[ f(x(1.£),y(n.¢)) ] dn

o T g T |J|_a;7 0¢|_|—x x%-x|_,
ﬂ_Y2_y1 ﬂ:y3_y1 ﬂ ﬂ 270 YT h
on g on  0¢
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Célculo matriz de masas por mapeo (cont)
 y X4

e

e
v(x(7.8),y(mé)=1 n ;
4

J

"

(0,0) (1,0) n %

1
M:% 1 2 1 (A area triangulo)
1

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 102



Ejemplo
;I;ritcaumagisér;]lljevamente ) e ) d2u
' dx®  dy?

u(x,0)=u(x,2) =u(0,y)=u(@, y)=0

=2x(x-1)+2y(y-1) 0<x,y<1

Soluci6n exacta: u(x,y)=x(x-1)y(y-1)

Malla de 2n? elementos

finitos lineales .,
Numeracion local elementos

| inferior y superior

s\

h Triangulo “superior” \\

h

§ Triangulo “inferior”
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0.06-,

0.04--

ufex

0.02-

0.5

y
Solucién con
vector de cargas
“exacto”

0.5
y E X
Solucién con

vector de cargas
“consistentes”

/

Solucién con
vector de cargas
“concentradas”

1
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Error ufex

0.5

y
Error con vector

de cargas
“exacto”

1
0.5
KoY h ’ ”
X | e Error con vector
37 | de cargas
2. “consistentes”

"4 Error con vector
_ de cargas

0 0 “concentradas”
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0 Error con vector de cargas

10 ¢ T [ T T T ~CONSiStENtes’T
10° —— Error con vector de cargas
“exacto”
-
= .10
O 10
LS
LI
-15
10
— Error con vector de
—
cargas “concentradas”
20| . .
10~ S o
10 10 10

h

En este caso se observa “superconvergencia” para el caso de
cargas concentradas (no es siempre asi, depende del caso)
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Ejemplo

Tratamos d?u d
la ecuacion: - dx? - dy2

u(x,0)=u(x,1) =u(0,y)=u(l y)=0

=-27°sin(zx)sin(zy) 0<xy<1

Solucién exacta: u(x,y) =Sin(7TX)3in(7TY)

Malla de 2n? elementos

finitos lineales .,
Numeracion local elementos

inferior y superior

s\

h Triangulo “superior” \

h

§ Triangulo “inferior”
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0.5

y
Solucidn con

vector de cargas
“exacto”

ufcons

1
0.5
X
X d >

e Solucion con

' vector de cargas

11 | “consistentes™

/ \

.

1 Solucién con
vector de cargas
00 « “concentradas”
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0.06-

0.04- AN

0.02-

Error ufex

0.5 0.5

0 0 X
Error con vector Error con vector
de cargas de cargas
“exacto” “consistentes”

Error con vector
1 de cargas
“concentradas”
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.

©

= 1.05

@

O

o 1

-

S

o

— 0.95

QO

S

S 0.9

7p)
0.85"

So

lucion con vector de

Ca

rgas “‘concentradas”

/ Solucion con vector de cargas
“EXH(‘TO”

?

Solucio

AW Y

n con vector de cargas
‘“consistentes”

0 40 60 80
n

La solucion con cargas concentradas pierde la “monotonia”
(solucidn “desde abajo” de los modelos tipo desplazamiento)
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